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无 穷 维 线性 空间 是 描述 具有 无 穷 多 个 自由 度 的 物理 系统 的 有 力 工 
具 . 泛 函 分 析 则 是 研究 无 穷 维 线性 空间 及 其 上 的 泛 函 与 算 子 理论 的 一 门 
分 析 数 学 . 它 是 现代 数学 中 的 一 个 较 新 的 重要 分 支 . 泛 函 分 析 的 基本 概 
念 与 方法 起 源 于 经 典 数理 过 程 中 的 一 些 变 分 问题 、 边 值 问 题 , 概括 了 经 
典 数 学 分 析 与 函数 论 中 的 某 些 重要 概念 、 问 题 与 结果 ， 由 于 量子 力学 、 
现代 工程 技术 与 现代 力学 的 深刻 影响 ,使 得 这 门 新 兴学 科 迅 速 发 展 ， 从 
上 世纪 中 叶 开 始 ， 偏 微分 方程 理论 、 概 率 论 、 计 算数 学 ， 由 于 运用 了 泛 
也 分 析 的 方法 与 结果 得 到 大 发 展 ， 它 综合 运用 分 析 、 代 数 、 几 何 与 拓扑 
的 方法 与 观点 ， 研 究 分 析 数 学 、 现 代 物 理 、 现 代 方 程 技术 中 出 现 的 许多 
重要 问题 ， 有 着 广泛 而 有 效 的 应 用 . 现在 ， 泛 函 分 析 的 概念 与 方法 已 经 
渗透 到 现代 纯粹 数学 与 应 用 数学 ， 理论 物理 及 现代 工程 技术 理论 的 许 
多 分 支 ， 例 如 ， 微 分 方程 、 概 率 论 、 允 近 论 、 计 算数 学 、 量 子 声 场 论 、 
统计 物理 、 抽 象 调 和 分 析 、 现 代 控 制 论 与 系统 论 、 最 优化 理论 与 大 范围 
微分 几何 、 量 子 计 算 等 许多 方法 . 

泛 函 分 析 大 体 可 分 为 两 部 分 : 一 是 空间 理论 ， 它 研究 距离 空间 、 赋 
范 线性 空间 、Hilbert 空间 及 一 般 的 拓扑 线性 空间 理论 ; 另 一 部 分 是 算 
子 理论 , 它 可 分 为 线性 算 子 理论 与 非 线 性 算 子 理论 ， 研究 线性 算 子 的 称 
为 线性 泛 函 分 析 ， 研 究 非 线 性 算 子 的 称 为 非 线性 泛 函 分 析 . 

由 于 泛 函 分 析 内 容 之 丰富 ,不 可 能 用 一 本 专门 的 书 将 全 部 内 容 都 写 
出 来 ， 因此， 为 大 学 生 与 其 他 科技 工作 者 写 一 本 通俗 易 懂 、 直 观 明了 的 
入 门 书 就 显 的 十 分 必要 了 . 最 近 几 年 , 国内 已 有 许多 为 本 科 生 与 研究 生 
使 用 的 泛 澶 分 析 教 材 . 但 在 写法 上 大 都 是 以 传统 的 公理 体系 为 基础 的 推 
理 与 演绎 . 为 了 能 使 学 生 了 解 问题 的 来 源 与 背景 ， 养 成 研究 性 学 习 的 良 
好 习惯 , 并 培养 学 生 分 析 问 题 与 解决 问题 的 能 力 , 我 们 力求 从 一 些 问 题 
中 提炼 出 泛 函 分 析 的 基本 概念 与 问题 , 在 讨论 有 关 概 念 的 属性 时 ， 先 说 
明 要 解决 什么 问题 , 在 问题 的 分 析 当 中 逐步 引入 适当 的 概念 , 再 加 上 适 
当 的 条 件 ， 最 后 给 出 合理 的 叙述 , 证 明 便 蕴含 在 分 析 之 中 了 . 这 样 或 许 
能 使 读者 不 仅 学 到 泛 函 分 析 的 基本 理论 , 而 且 更 重要 的 是 领悟 到 研究 问 
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题 与 解决 问题 的 方法 与 技校 巧 . 

与 一 般 教 材 相 比 ， 除 了 以 上 讲法 ( 即 研究 性 、 分 析 式 教学 法 ) 的 不 
同 ， 考 虑 到 篇 幅 的 限制 ， 我 们 削减 了 “Hilbert 空间 上 算 子 理论 ”与 “ 算 子 
谱 论 ”的 内 容 ， 增 添 了 “ 非 线性 算 子 "一 章 ， 间 在 使 读者 了 解 一 点 具有 广 
泛 应 用 的 非 线 性 泛 函 分 析 的 简单 概念 、 方 法 与 结论 , 同时 又 能 看 到 微 积 
分 中 关于 函数 的 一 些 概念 如 何 推广 到 一 般 的 抽象 函数 乃至 非 线 性 算 子 . 

关于 记号 的 说 明 : C,R,Z,N ,Q 分 别 表示 全 体 复数 、 全 体 实 数 、 
全 体 整 数 、 全 体 自 然 数 、 全 体 有 理 数 之 集 ; C" 与 R" 为 复 与 实 的 nn 维 欧 
氏 空 间 ; “Ee ”表示 属于 ; ACB 表 示 A 为 B 的 子 集 UU 与 站 分 别 表 示 并 
与 交 ; A\B 表 示 差 集 ; 用 A“ 表示 集合 A 关于 指定 集合 的 余 集 ; AXxB 表 
REFRE, “ARELA; “PATE, ORTER, “一 "表示 
AE; “O "k F 330882 ( 5 B 3). 

限于 水 平 ,错漏 难免 ,欢迎 批评 指正 ， 


编 者 
2006 年 5 月 
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第 一 章 ”空间 理论 


前 言 中 已 经 指出 ， 泛 函 分 析 研 究 的 对 象 是 定义 在 线性 空间 上 的 泛 函 与 算 
T. 为 了 深入 研究 泛 函 与 算 子 , 我 们 首先 要 讨论 一 下 它们 的 定义 域 空间 ， 包 括 : 
距离 空间 、 赋 范 线性 空间 与 Hilbert 空间 . 

在 研究 某 些 物理 系统 时 ， 往 往 要 用 无 穷 多 个 参数 来 决定 系统 的 状态 .例如 ， 
一 个 物体 在 一 点 三 处 的 温度 69(z) 与 某 种 信号 在 时 刻 t 的 情况 x(1) 等 都 是 由 无 穷 
多 个 参数 值 决定 . 一 般 来 说 系统 的 状态 可 用 函数 或 数列 来 描述 ， 因 此 ， 从 数学 上 
来 看 就 是 要 研究 某 种 函数 或 数列 . 为 了 全 面 研究 系统 的 变化 规律 ， 不 单 是 考虑 个 
别 状态 ， 而 要 研究 某 些 状 态 的 集合 . 从 数学 上 来 说 ， 就 是 要 研究 函数 或 数列 之 
集 . 由 于 两 个 信号 可 以 又 加 ， 一 个 信号 可 以 放大 或 缩小 ， 因 而 在 以 上 的 函数 或 数 
列 之 集中 引入 加 法 与 数 乘 ， 即 引入 线性 空间 结构 是 自然 的 . 在 处 理 实际 问题 (如 
天 气 预 测 等 ) 时 ， 系 统 的 状态 总 是 观测 得 到 ， 而 观测 必 有 误差 ， 是 近似 值 . 为 了 
得 到 合 平实 际 的 结果 ， 要 求 近 似 值 可 以 “任意 逼近 ”精确 性 .为 了 准确 描述 “任意 
逼近 ”的 概念 ， 还 需要 在 线性 空间 中 引入 距离 的 概念. 这 就 是 所 谓 “ 赋 有 距离 的 线 
性 空间 ”， 即 赋 范 线性 空间 . 


81.1 距离 空间 


1.1.1 定义 与 例子 

为 了 描述 “任意 逼近 ”的 概念 ， 需 要 引入 两 个 状态 (研究 对 象 ) 之 间 的 距离 ， 用 
它 来 刻画 两 状态 的 远近 程度 . 如 果 将 每 个 状态 叫做 一 个 点 ， 则 距离 这 个 数 应 满足 

1° 任意 一 点 到 自身 的 距离 为 零 ， 任 意 两 个 不 同 点 之 间 的 距离 大 于 零 ; 

2° 从 x 到 yy 的 距离 等 于 从 yy 到 x 的 距离 ; 

3 直线 段 最 短 ， 即 从 x # y 的 距离 不 超过 从 x 到 zz 的 距离 与 从 z 到 y 的 距 
离 之 和 . 

由 此 我 们 引入 以 下 定义 . 

定义 111 设 E 是 任 一 非 空 集合 ， 如 果 存 在 二 元 函数 p :ExE 一 > R 使 得 
Vx,y,ZE E, 有 

(M) pG(x,y)20;p(x,y)=0 x=y; 

(M,) P(x, yY) = p(y,x): 


2 泛 殉 分 析 引 论 


(M3) p(x,y) S p(x,z)+ p(z, y), 
则 称 p 是 集 巨 上 的 一 个 距离 (或 度量 )， 称 p(x, y) 是 点 x 与 y 之 间 的 距离 ， 称 
二 元 序 对 (E, p) 为 距离 空间 ， 简 称 忆 是 距离 空间 (或 度量 空间 ). 
例 1 在 及 "中 定义 


D (P,Q) =Y lx, -yl 
i=1 


1 

z 2 
AE — Y; P} , 

四 
p. (P,Q) = max | x, — y, I, 
则 pi,pP 与 P。 都 是 R" 上 的 距离 . 
昂 见 ,对 任意 P=(x,Xy, X) F Q =(y,, y," y,)e R"A 

Pa (P,Q) < p,(P, 9) £ mp.(P,0). 


一 般 地 ，p, (P,Q) = DES y, 路 (1< p<) HXT R” ERE 


i=l 


离 . 对 于 C” 也 可 类 似 定义 距离 p, ， 从 而 它 成 为 距离 空间 .车 不 特别 指明 ， 则 视 
R" RC REB p. 
例 2 记 C[a,b] 表 示 [a,b] 上 全 体 连 续 函 数 之 集 ， 对 于 f,g e Cla, bl E 
义 
b 
pf,8)= faza, 
Pp-(f,8)=maxl f) — gD 
Wo, p. RE Cla,b] EER. 若 不 特别 指明 ， 则 视 C[a,b] ERES p.. 
例 3 WSE) =fx,}: x, e K (n=12,--.2HUE K = R RC ERRI E 
体 . 对 X= {Xx,} 与 y={y,}e S(K)， 定 义 
— y, ! 


p% y)= ba Zy I+D ' 


则 (SC(K), Pp) 是 距离 空间 ， 称 为 序列 空间 . 
例 4 设 EE 是 任 一 非 空 集 ， 定义 p=ExE 一 民 为 
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» = kd 
p(x, y)= f x" > 
0, x=y, 
M(E, p) 是 距离 空间 ， 称 为 离散 空间 . 
可 见 ， 任 一 非 空 集 上 都 可 定义 距离 使 其 成 为 距离 空间 . 
例 5 车 (E,p) 是 距离 空间 ， 定 义 p:ExE 一 RR 为 


p(x, y) 
1+ p(x, y) 
JE E ENA, SEAM (n) = 在 [0,) 上 的 递增 性 可 知 ， 可 
见 ， 一 个 集 上 可 有 很 多 种 距离 . 
WR (E, p) 是 距离 空间 , E 是 EE 的 非 空子 集 , 则 pp RIE E xE ERA E, 
上 的 距离 . 于 是 (五 ,D) 也 是 一 个 距离 空间 ， 电 做 (E,p) 的 子 空间 .例如 
([a,b], p) 是 (R,pPi) 的 子 空间 ， 其 中 ppi(x,y) 直 x 一 y1. 


p(x, y) = 


112 完备 距离 空间 

在 距离 空间 中 ， 因 为 有 了 上 距离 便 可 考虑 “任意 接近 ”的 问题 即 收敛 性 问题 . 数 
列 以 及 点 列 是 数学 分 析 的 重要 概念 . 因此 我 们 有 必要 将 点 列 的 收敛 问题 引入 到 一 
般 的 距离 空间 之 中 . 

EX 1.1.2 W(E,p) 是 距离 空间 ，x, e€ E (ne N). WEEE x € 使 得 


DC X.) > 0 (n — eo), 
则 称 点 列 [x A H #R x, A (x,) 的 极限 ， 记 为 lim x, 二 Xo， 或 记 为 
X, — xy (n 一 ce)， 此 时 亦 称 {z,} 收敛 于 xo . | 
收敛 点 列 的 极限 是 否 唯一 昵 ? 若 在 (E,p) 中 ，limx, = xç Blim x, = yo 
则 
lim p(x, Xo) = lim p(x,, Yo) =0. 
于 是 Ve > 0， 存 在 N, 与 N, ， 使 得 
| n> N, > px) < 
n> N, => pG) < ` 
从 而 ， 当 n> max(N.,N,) PF, A 
p(Xo, Yo) S D(xy,x,) T P(N, WE. 
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由 于 & 的 任意 性 ， 从 而 p(xo,yo)=0， 即 6 = yo . MA, 距离 空间 中 收敛 点 列 
的 极限 必 唯 一 . 类似 可 以 证 明 关于 数列 的 有 界 性 定理 与 子 列 定理 也 成 立 . JE, 
得 到 
定理 11.3 若 {x,} 为 距离 空间 (E,p) 中 的 收 化 点 列 ， 且 limx, = xç, W 
(1) xo 由 {xX,} 唯 一 确定 ; 
《2) {z 的 任 一 子 列 {x。 ) 也 收敛 于 xo: 
(3) {Xx} 有 界 ， 即 存在 ae EE 及 M >0 使 得 
p(x,,a) SM (Yne N). 
例 6 G) (R",o,)r'hsaA2UBJW shka dr j2Akpal BN 


P ——> RP e Vie {1,2 n} E x) > Xx, 


其 中 
P, = (xf) xD ... x) P = (x() P,O) R". 
Gi) (Cla, b], p.) 中 的 点 列 以 p. KAEN TRAIA [a,b] EB BUA 
(应 用 一 致 收敛 的 Cauchy 准则 ). 
GD ARER (E, p) PAJ {x } 收 和 敛 于 为 当 且 仅 当 
x, = x, (下 三 12…)， 
BI {x } 为 常 点 列 . 

例 7 Ec R" E Lebesgue 可 测 集 ， HmE<œ. W M(E) Æ E EWE 
几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 之 集 ， 其 中 几乎 处 处 相等 的 函数 视 为 同一 元 素 ， 对 
f.ge M(E), X 

p(f,8)=| | f(D — g(O | di 


El+| f- g(t)1! 
Wp E: M(E) 上 的 距离 且 
ff of 


KES RRE E RWE f, —— f RREN p ke. 
证 明 显然，p 满足 距离 公理 的 (M1) 与 (M,) .应 用 函数 
t 1 
= =1-— 
fO l+t l+t 
在 [0,<) 上 的 递增 性 可 知 ，p 也 满足 (M,) ， 从 而 pX M(E) 上 的 距离 
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设 f.,f eM(E), 且 f, 一 >f m— e), 则 Yo >0 有 
_r_1fD-fDI 
PRD = rrr 
>f AO-FOI y 
A 


> | 2 a 
EQf,-fl2o) 1 +O 


=- MEN f,- f E12 


因此 ，mE(| f,- f Bo) > 0 (n — e), W f (= f. 
KZ, 若 上 (全 AD， 则 Ya>0 有 
AGERAG 
PPPE hs seni f.)— fol" 


-f hO- (D! 
Bu 1+] f.() fO 


< mEN f, — f © o) +—“ mE. 
G 十 1 


令 n 一 吕 ， 再 令 g 一 01 可知: p(f., f) > 0(n— e), kf, — f. 这 证 
明了 在 距离 空间 (M(E),p) 中 


E 
f, > f m — =) SO LOSIH. 
数学 分 析 告 诉 我 们 ; 数列 (x, eak = (x, ) 是 基本 列 ( 即 Ye> 0, 3N e N 4E 
得 当 m,n > N 时 , 有 1 x, — x, KE). 这 一 结论 在 距离 空间 中 是 否 成 立 昵 ?首先 ， 


我 们 把 基本 列 的 概念 推广 到 距离 空间 之 中 . 

EX 1.14 着 距离 空间 (E,P) 中 的 点 列 {x, } 满足 : Ve > 0, 3N e N 使 得 当 
m,n> N PF, A p(x,,x )<E， 则 称 {x,} 为 (E,P) 中 的 基本 列 (或 Cauchy 
列 ). 

基本 列 与 收敛 点 列 有 何 关系 昵 ? 车 {x } 为 距离 空间 (E, p) 中 的 收敛 点 列 且 


limx, = xo, J Ve >0,3N e N 使 得 当 n>N 时 ， E pG.) < 了 从 而 当 
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m, n> N 时 ， 有 
pxns Xs) < pK, 0)+DO X) <E, 
可 见 ，{x; } 为 基本 列 ， 因 此， 收敛 点 列 必 为 基本 列 . 反之 如 何 昵 ? 容易 看 出 ; 点 


列 (° 1) jen 中 的 基本 列 AX EER, p) 中 收敛 ). 但 它 在 (Q, p) 


中 不 收敛 . 这 说 明 在 距离 空间 中 ,基本 列 不 一 定 收敛 . 为 此 , 我 们 引入 以 下 定义 . 

定义 115 ” 若 距 离 空 间 (E,p) 中 的 任 一 基本 列 都 收敛 ， 则 称 (E, PD) 是 完备 
的 ， 亦 称 p 是 完备 距离 . 

例 8 离散 空间 (E,p) 是 完备 的 . 

EKE, {x} A (Ep) 中 的 基本 列 等 价 于 {x } 为 近似 常 点 列 ， 即 当 n 充分 
K, fix, = 大 三 一 和 一 

例 9 (Cia,b], p) TEZEK, (B(C[a,b] p.) 完备 . 


证 朋 记 c= 了 (e+ 全， f @)=arctan(t—-c), W 
f€ Cla,b] (n =1,2,-) Bte [a,b] FF, 8 
Z ¿<t<b, 
2 


ORS fO = 了 sgnd-o)= 0, t=c, 


m 
—-—,aSt<c. 
2 


由 勒 贝 格 控 制 收敛 定理 知 
p (f, f) > 0(@m— °°). | 

但 是 了 既 不 局 于 C[a,b] 也 不 对 等 于 一 个 连续 函数 ， 故 {f,} 在 (C[a,5], Pi) 中 不 
Wk. 由 p (f,,f)—0 3 3, (f,) A (Cla, bl p) 中 的 基本 列 . 因此 ， 
(Cia, b pi ) 是 不 完备 的 距离 空间 .至 于 (C[a,b], p) 的 完备 性 ， 本 质 上 是 一 至 
收敛 的 Cauchy 准则 . 

从 直观 上 来 说 ， 完 备 距离 空间 就 是 Cauchy 收敛 准则 成 立 的 空间 . 在 数学 分 
析 中 我 们 知道 ，Cauchy 准则 、 闭 区 间 套 定理 、 有 限 覆 盖 定 理 等 重要 结论 在 实数 
系 民 中 成 立 , 而 在 有 理 数 系 Q 中 不 成 立 . 基于 这 点 ， 我 们 说 实数 系 及 是 完备 的 ， 
而 有 理 数 系 Q 不 完备 ， 为 了 克服 有 理 数 系 的 不 足 ， 引 入 了 实数 系 ， 称 后 者 为 前 
者 的 完备 化 . 应 用 这 种 想法 与 方法 ， 我 们 可 将 不 完备 的 距离 空间 完备 化 . 有 兴趣 
的 读者 可 参考 Conway 泛 涵 分 析 . 
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1.1.3” 开 集 与 闭 集 

在 数学 分 析 与 与 实 变 函数 论 中 我 们 学 习 了 R”, p,) 中 的 开 集 、 闭 集 与 紧 集 的 概 
念 ， 并 利用 开 集 、 闭 集 刻 画 了 函数 的 连续 性 ， 为 了 研究 距离 空间 映射 的 连续 性 ， 
必须 将 开 集 、 闭 集 等 概念 推广 到 一 般 的 距离 空间 . 

(E, p) Æ- ERTE, xE E, RKE PHAR 

B(x,,r)= [xl] xe E, p(x,x,) < r) ; 
B(x,r) = [xl xe E, p(x,x,) Sr}, 
分 别 为 以 点 xo 为 中 心 、r 为 半径 的 开 球 与 闭 球 . D(xo,r) XU A xo 的 六 一 邻 域 ， 
简称 为 xo 的 邻 域 ， 又 称 点 集 
S(xo,7)= {xlxe E, p(x, x)=r} 

是 以 点 如 为 中 心 、 以 7 为 半径 的 球面 ， 其 中 r > 0 .: . 

定义 1.1.6 设 M 是 距离 空间 (五 ,D) HTE, ixe ERM 的 内 点 ， 指 
存在 B(x,r)C M . M 的 所 有 内 点 之 集 称 为 M 的 内 部 ， 记 为 M ， 如 果 
M =M", WKM 是 (E,p) 中 的 开 集 . 

例 10 G) 离散 空间 (E,p) 中 , -TEM 是 开 集 ， MADE Xe E, 
存在 6 > 04848 B(x,,ó) =[x,) C M ; 

Gi) EE, p) P, FRB r), ERØ EARR: 

Gii) EM c(E,p), WM KARM TE JEE, 

证 明 与 (R",p,) 中 的 证 明 类 似 . 

类 似 于 (R",p,) 中 的 情况 ， 可 以 证 明 开 集 具有 以 下 性 质 ， 
s] 117 在 距离 空间 中 ， 有 限 多 个 开 集 之 交 是 开 集 , 任意 多 个 开 集 之 并 

下 面 给 出 聚 点 与 接触 点 的 定义 ， 由 此 得 到 闭 集 的 概念 . 

定义 1.1.8 kM 为 距离 空间 (E, KTR. 点 和 e E 称 为 M 的 聚 点 ， 指 
Vr>0, 

(B(x0,7)—{x0 DM z @. 
点 加 E 五 称 为 M 的 接触 点 ， 指 Vr > 0 ， 有 
B(x0,7) NM z 0. 

M 的 全 体 接触 点 之 集 称 为 M 的 闭 包 , WAM . 如 果 M = M , WRM 为 闭 集 . 

显然 ， 聚 点 必 是 接触 点 ， 接 触 点 分 为 聚 点 与 孤立 点 〈 即 存在 r > 0 使 得 

Bm,n) NM = (x,) 2. 
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类 似 R" 中 的 情况 ， 可 以 证 明 
定理 1.1.9 ix, e (E.p), MCE, Wi 
(1) x £ M RRS fffEj Z| [x ] C M Ma fd x, — x, (n — o); 
(2) zo 是 M KRA <> ERIH) C M 使 得 二 — x, (n o). 
容易 证 明 ， EERTE, p) P, E, Ø, B(x,,r) 5 S(x,,r) 恒 为 闭 集 ; 
任意 集 的 闭 包 恒 为 闭 集 . 
下 面 定理 说 明 ， 闭 集 与 开 集 有 着 “对 偶 " 的 关系 与 性 质 . 
定理 1.1.10 i M 为 距离 空间 (E, p) 的 子 集 ， 则 
G) M 是 闭 集 < M 包含 其 一 切 聚 点 ; 
(2) M EBE M = E\ MM 是 开 集 ; 
(3) 五 中 任意 多 个 闭 集 之 交 是 闭 集 ， 有 限 多 个 闭 集 之 并 是 闭 集 ， 
由 于 离散 空间 中 任 一 集 均 为 开 集 ， 从 而 由 定理 1.1.10(2) 知 : 离散 空间 中 的 任 
一 子 集 既 是 开 集 又 是 闭 集 . 


1.1.4 可 分 距离 空间 

熟知 ， 有 理 数 集 在 实数 集中 稠密 ， 即 每 个 实数 都 可 用 有 理 数列 任意 逼近 . 在 
数学 分 析 中 已 证 明了 : [ae, 刀 上 的 任 一 连续 函数 可 用 代数 多 项 式 任意 一 臻 逼近， 
又 因 实 系数 多 项 式 可 用 有 理 系 数 的 多 项 式 一 致 逼近, AE (Cla,b], p.) 中 的 任意 
元 了 都 可 用 有 理 系数 的 多 项 式 一 致 逼近 . 虽然 以 上 两 个 问题 针对 不 同 的 对 象 , 但 
其 实质 是 用 某 个 可 数 集中 的 元 素 任意 逼近 另外 一 些 元 素 ， 将 这 两 个 问题 抽象 出 
来 ， 我 们 引入 

定义 1.1.11 车 距离 空间 (E,p) 中 的 两 个 子 集 M 5DE: D SM, W 
称 吕 在 MM PAZ. 如 果 刀 在 全 空间 五 中 稠密 , 则 称 刀 是 (天 ,D) 中 的 稠密 集 . 如 
果 (E, Pp) 有 可 数 的 秽 密 集 ， 则 称 (E,p) 是 可 分 的 . 

Hu GO 离散 空间 (E,p) 可 分 全 E EAE; 

Gi) (C[a,b], p.) 是 可 分 的 ; 

Gü) (及 ",O，) 可 分 ， 因 为 可 数 集 Q 是 稠密 集 ; 

Gv) (C”,p,) 可 分 ， 因 为 可 数 集 : 

(inn) Rer, Imr, € QC =1,2,.…,n)} 

是 稠密 集 ; 

(v) (8$S(R),p) 可 分 ， 因 为 可 数 集 

D=Í[Gn,r,,-: 70,0, -)1 7 E Q,ne N) 

是 稠密 集 . 
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1.1.5 ”连续 映射 
有 了 距离 与 收 化 的 概念 ， 应 用 类 似 于 数学 分 析 中 的 方法 , 我 们 就 可 以 建立 连 
续 映射 的 概念 并 讨论 有 关 性 质 . 
定义 1.1.12 设 了 是 从 距离 空间 (Ep) A (Enp) 的 映射 , 点 加 & 五 .如果 
Vx, € E (n=1,2,…) 有 
x,— yx (n ST, —— Tx; (n — œ), 
则 称 映射 工 在 x, 处 连续 . ETE EKR AAE, WRT 为 连续 映射 . 
例 12 G) 设 (E,p) 为 距离 空间 ， 则 对 任何 固定 的 ae E, pla,): E >R 
是 连续 映射 (R = (R,p)). 
Gi) R(E p) 55 (E,,p,) 是 两 个 距离 空间 ， 定 义 
(P; X p,)X(x,, X2) (Y1 Y2)) = Pi(X1, y) + D. (x,, Y2) , 
则 pixp, 是 EXE, 上 的 一 个 距离 . 因此 , (E x Enp Xp) 是 一 个 距离 空间 , 称 
为 (五 ,站 ) 5 (E,,p,) 的 乘积 空间 . 
Gi) HEERA T(E, p); EAR% p: Ex E— R 自动 连续 ， 其 中 
ExE 赋 以 乘积 距离 pxp. 
证 明 G) Wx. x € E B x. — x (n — =°), MI 
p(a,x,) _ p(a,x) < p(a,x,) + D(x,,x,)— pCa, Xo) 
= p(X,, Xo) 
交换 x, 与 xo 的 位 置 可 得 
pla, Xo)— pla,xX,) < P(X, Xo) > 
从 而 
| p(a,x,)— p(a, Xo) lg p(x,,x,)(n = 1,2,.…°). 
因此 ， 
p(a,x,) — pla, mn — e°). 
aA, p(a,:): E > R 连续 . 
Gi) 显然 
p x p, : (E x E,)x (E, x E,) 一 下 
满足 距离 公理 的 (Mi) 与 (M,)， 下 证 它 满足 (AM ) . 
V(x,,X,),(y,, y. ),(z,,z,)€ E xE, , 我 们 有 
(pi X0,)X(x,,x;),(y,, Y2)) = p,(x,, y,) + p, Xs, Y2) 
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S p,(x,,z,) + ALZ y.) + p,(x,,Z,)+ D,(Z,,y,) 
= [0 z) + P(X, Za) + LP (2 y.) + p,(2,, y.)] 
= (P, X p,)X((x,,x,),(z,,z,)) + (P, X p,)XZz,,Z,),(y,, Y2)). 
可 见 , p, XPA E x E, EK-DE. 
Gii) W (Xps Ya) (Xos Yo) E E, X E, , E. 
(x,, Yn) — (Xo, Yo) (n — eo). 
män, E 
(px Pn Yn) Ko, Yo) = PX, X0) + POY,, X0) — 0. 
HI, x, — Xo y, — Yo (n — e). 这 说 明 ; 在 巨 XEE, 中 的 距离 收敛 等 价 于 按 
坐标 收 僵 .由 于 
. l p(x,, Yn) — Po Yo) I p(x,,x,) + p(y,, yo), 
从 而 p(x,,y,) — p(x,, y )(n — s). # p: Ex E — R 5. 
$ 例 12 中 的 (i) 说 明 距 离 函 数 分 别 连续 〈 即 固定 一 个 变量 关于 另 一 变量 
连续 )，(ii) 说 明 距 离 函 数 自动 连续 〈 即 无 需 别 的 附加 条 件 就 连续 )， | 
以 上 我 们 用 序列 的 形式 给 出 了 映射 的 连续 性 定义 . 类似 于 数学 分 析 中 的 方 
法 ， 可 用 “€ 一 0 ”方法 描述 如 下 : 
定理 11.13 RET: (Ep) > (E, p) ER X € 五 连续 当 且 仅 当 对 任意 
的 e > 0, 36 > 0 使 得 
P(x,X0) < ó > p,(Tx,Tx,) <€ . 
证 明 S>) WT:E — E,fE x, € RER, WAEREA. F, 
3e,>0, Yne N, dx, € 使 得 


1 
Pi (Xn X0) < — , fB p,G(Tx,,Tx,) > E- 
n 


ER x, 一 X(n — eo) ,但 Tx 不 收敛 于 Txo(n — ee) . 这 与 了 在 xo 处 连续 矛盾 . 
(£) Rx eE (n=12,--) Bx, 一 加 (和 一 co)， 则 对 任意 E > 0， 存 在 
NeN, 34n> Nih, 有 mx,xz)<O， 从 而 DC Tx.) < €. 这 说 明 
lim Tx, = Txo- 


故 了 在 x 处 连续 . | 
设 了 : (ED) 一 (E,,P,) 是 任 一 映射 SPA E B Bc E,, wu 
T(A)= [Tx] xe A) (EBI A #T FER), 
T (B)= (xe E, ITxe B) ( 即 B 在 T 下 的 原 像 ). 
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由 等 式 
T '(B)=[xe E ITx€ B°) 
=[xe E lx T'1(B°)) 
=[r-'(B°)], 
及 开 和 集 与 闭 集 的 关系 知 : 在 映射 了 下 ， 开 集 的 逆 像 是 开 集 当 且 仅 当 闭 集 的 逆 像 是 


HR. 证 毕 . 
设 T 是 连续 映射 ，B 为 (E,, Pp,) 中 的 任 一 开 集 ， TEET (B). 任 取 


XET (B)， 则 Txoe B .由 于 B 是 开 集 ， 从 而 存在 E>0 ， 使 得 
B(Tx0,E) C B. 对 此 Ee， 根据 T 在 x 处 的 连续 性 及 定理 1.1.13 知 ， 存 在 6 >0 
EH p (zxo)< ó W, 有 Pp,(7x,Txo)<E. 可 见 T(B(x0,6))c BCxo,e)， 因 
此 BOx,6)CT-CBGYx,e)CT-CB) .这 说 明 x 为 了 -1(B) 的 内 点 . 由 于 x。 
任意 性 ， 可 知 7 (B) E(E,,p,) 中 的 开 集 . 反之 ,如果 在 T 下 任意 开 集 的 逆 像 
为 开 集 ， 那么 Ve >0, T (BG(Ix,€)) E (E ,p,) RISE, ba e E, 从 
而 存在 B(x0,6) CT 一 (B(CYX。,e)) TA 
P(X x) < ó > p, (Tx, TX) < E> 
故 知 7 为 连续 映射 ， 


由 以 上 推导 可 得 : 
定理 1.1.14 映射 了 : (Ei, Pp1) > (E, p) ER S ARRET FRR 


EFE — 任意 闭 集 在 了 下 的 逆 像 是 闭 集 . 


1.1.6 FRE 
LARR 除了 完备 性 以 外 ， 还 有 一 个 重要 特性 ， 就 是 Weierstrass 定理 ， 任 
何 有 界 无 穷 点 列 必 有 收敛 子 列 . 这 一 命题 在 一 般 距离 空间 中 是 否 仍 然 成 立 呢 ?请 
看 下 面 的 例子 . | 
例 13 #C[01] FZ A=([f, |ne N), HF 


1— nx, 0<x< 工 
fix) = n 
0, —< x<1, 
H. 
则 Pp.(f,0)=1( =1,2,…) 且 {f,} 没 有 收敛 的 子 列 . 否则 , EFES, } 收敛 于 
+ f e C[0,1], WJ 
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f= 1, x= 0, 
Yo 0<x<1. 
这 与 了 在 [0,]] 上 连续 矛盾 .这 说 明 :， 包含 在 闭 球 
B(0,1) ={ f € C[0,1]: p (f0) <1} 
之 中 的 点 列 { 户 } 没 有 以 距离 p 收敛 的 子 列 ， 可 见 ,以 上 的 Weierstrass 定理 在 一 
般 距 离 空间 中 未 必 成 立 ， 为 此 ,引入 以 下 概念 . 

定义 1.1.15 设 4 是 距离 空间 (E, p) 中 的 点 集 ， 则 

(i) MFE B(x,r) 4 时 ， 称 4 是 有 界 集 ; 

GD 当中 的 任 一 无 穷 点 列 都 有 收敛 子 列 时 ， 称 A 是 列 紧 集 ; 

Gii) 当 4 是 列 紧 闭 集 时 ， 称 A 是 紧 集 ; 

Gv) 当 五 本 身 是 列 紧 集 时 ， 称 它 是 列 紧 空 间 ， 

由 于 有 限 集中 没有 无 穷 点 列 ， 从 而 任 一 空间 (E, p) 中 的 有 限 集 必 是 列 紧 集 ， 
因而 是 紧 集 〈 因 有 限 集 没 有 聚 点 ， 从 而 为 闭 集 )， 由 于 离散 空间 (E, p) 中 的 收敛 
点 列 只 能 是 常 点 列 ， 从 而 可 知 : 离散 空间 (E, p) 是 列 紧 空 间 当 且 仅 当 五 是 有 限 
集 . 根据 数学 分 析 中 的 Weierstrass 聚 点 定理 可 知 : 及 "中 的 有 界 点 集 必 是 列 紧 集 . 

下 面 讨论 列 紧 集 的 一 些 性 质 . 

设 Ac(E,p) 是 列 紧 集 ， 则 易 见 A 的 任意 子 集 B 必 列 紧 ， 即 列 紧 性 是 遗传 
的 . 从 而 A 的 内 部 A 也 是 列 紧 集 . WA AKARA 是 否 列 紧 呢 ? 为 此 , {x} 


是 和 A 中 的 无 穷 点 列 ， 则 PD ao 从 而 存在 y, e 4 使 得 


py) < G =12,-2. 
ETAJE, MEET y, — y E(k 一 吕 ) ， 由 不 等 式 
0$ Pn I0) < Pn y) + POm y) < + On oh) 
知 {x ] 收敛 于 yo. 可见 ， A 是 列 紧 集 . 由 前 面 可 知 ， 离 散 空间 E, p) 是 完备 的 
但 一 般 不 是 列 紧 的 除非 瓦 是 有 限 集 . 这 说 明 完备 性 不 蕴含 列 紧 性 .反之 如 何 ? 


W(E,p) 是 列 紧 空 间 ，{x,} 为 其 中 的 基本 列 ， 由 列 紧 性 知 ，{xu} 有 收敛 子 
Jx, |. Bx =limx, .于 是 Ve > 0,3N 使 得 当下 > N 时 ， 


pl ,X00) <E, 
且 当 m,n>N 时 ， 有 P(X,X)<E， 固定 n>N， 取 k>W 使 得 n>n， 则 
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DUO X0) < EB Pp )< €. 因此 ， 
Pn X0) S PK, Kn, )+ P(X, ,Xo) < 2E. 
H| L x, — x (n — =°) . SRAME, p) 是 完备 的 . 总结 以 上 讨论 ， 可 得 下 面 定 
理 . 

定理 1.1.16 G) 若 4C (E,0) |Z, 则 A ，A 及 和 的 任意 子 集 是 列 紧 集 . 

Gi) # A, C (E,p) (Ge 7 了 ) 且 至 少 一 个 列 紧 ， 则 N A, 也 列 紧 . 

Gi) 考 (E, p) 是 列 紧 空间 ， 则 它 必 完 备 . 

下 面 给 出 完备 空间 中 列 紧 集 的 一 个 刻画 . 

定义 11.17 设 A,B 是 距离 空间 (E,p) 中 的 点 集 ， 如 果 对 任意 Ee > 0 及 
XE A ， 存 在 ye B 使 得 xe B(y,E)， 则 称 B 是 A 的 -网 ; XE B ERER 
有 限 集 ， 则 称 BB 是 A 的 列 紧 & -网 (或 有 限 & -网 ). 

显然 ，B 是 4 的 E- 网 车 Ac Ú B(y,e). 

yeB 

定理 1.1.18 设 4 是 完备 距离 空间 (E, p) 中 的 点 集 ， 则 4 列 紧 当 且 仅 当 
Ve > 0，A 都 存在 一 个 有 限 & -网 . 

证 明 (>) 设 A 列 紧 但 对 某 个 £6 > 0 ， 4 没有 有 限 的 -网 . Xi Aø, 
fe xe A. 由 于 B={x} 不 是 A 的 有 限 e -网 ， 从 而 存在 x,€ A 使 得 
P(x X) ZE 又 因 B={xi,Xs} 不 是 A 的 有 限 € -网 ， 从 而 有 xsE A 使 得 
P(X,X;) 2 E0,(i =1,2). 如 此 继续 ， 可 得 到 A 中 的 点 列 {x,}， 满 足 : mEn 
时 ， p(x,,x,)2 E60， 于 是 {x } 没 有 收敛 子 列 ， 故 A 不 是 列 紧 集 ， 韦 盾 . 


(€) 此 时 ， 对 E, = 工 m =12,…) ，A 都 存在 有 限 6,- 网 ， 设 
n 


B={x,1n=1,2,.…} 
是 A 的 一 个 无 穷 点 列 . 由 于 A 有 有 限 的 & -网 ， 从 而 A 可 被 有 限 个 半径 为 € 的 开 
REK. H B 是 无 穷 集 可 知 ， 必 存在 开 球 5,， 使 得 51 门 B 为 无 穷 集 . W 
B =BNS. XAB 是 无 穷 集 且 和 A 有 有 限 的 &,- 网 ， 从 而 同 理 可 知 : 存在 某 个 
以 g, 为 半径 含 B 中 的 无 穷 个 点 的 开 球 5,, 即 B, = B, NS, 为 无穷 集 .如 此 继续 ， 
可 以 得 到 一 列 无 穷 集 {B, } 与 一 列 开 球 {5, } 满足 : 
S D B, Ba: B, =B, NS, 
其 中 5, 的 半径 为 2 (2 =12…). ER 
y € B,,y, e BE 
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于 是 ,得 到 如 的 一 个 子 列 {y,} . 当 m > n 时 ， 有 
y, y E B. C S, ; 
Jü p(y,,y,)<2g . HFE, 一 0(n 一 co) ， 从 而 可 知 {》 } 为 完备 空间 五 中 


的 基本 列 ， 因 此 收敛 . 故 4 列 紧 . 证 毕 . 
注 以 上 对 必要 性 的 证 明 中 没有 用 到 五 的 完备 性 ， 
推论 1 若 (E,p) 完 备 , 则 A CE 列 紧 的 充 要 条 件 是 Ve >0, AF7 £ - 


WA (=>) 这 时 A 是 和 的 列 紧 &- 网 . 
(€) 车 A 有 列 紧 e- 网 B， 则 B 有 有 限 e- 网 
C= {XXX}, 
MB c Ú BG, . 因为 Vx e A, 存在 ye B, 使 得 xe B(y,£€), AMEE, 


使 得 xe B(y,E) C B(x;,2E) . 于 是 ,C 就 是 A 的 有 限 2e -网 ， 故 4 列 紧 . 证 毕 . 
应 该 注意 ， 定 理 1.1.18 与 推论 1 中 并 未 要 求 4 的 有 限 〈 或 列 紧 ) 2 -网 8 含 


在 A 中 . 但 作为 推论 ， 有 
推论 2 若 (E,p) 完 备 , 则 A c E $|& c> Ve >0, 存在 A 的 有 限 子 集 B， 


使 A CC U BG), 即 和 A 舍 有 有 限 的 -网 B. 


证 明 (<=) 由 定理 1.1.18 AH. 
G) 由 定理 1.1.18 知 : Ve >0，A 有 有 限 的 Ee/2- 网 {xi,X,,…,X,}CE, 


n € 
Bi x.,.— 1. 
AcU [x 


FABAN Ed 否则 去 掉 那些 无 用 的 "x ， 仍 得 A 的 


即 


有 限 二 -网 这样 ， 任 取 


se ANB( s] G=12,--..n), 


WAZ, T) C A 是 A 的 有 限 e- 网 . 
类 似 于 推论 2 可 证 : ZAZE, p) 中 的 点 集 4 列 紧 当 且 仅 当 4 含有 列 紧 


的 -网 . 
定理 1.1.18 与 推论 1, 推论 2 都 是 检验 完备 空间 中 列 紧 性 的 重要 工具 , 例如 
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由 它们 可 得 
推论 3 集 4c Ca, bI J & WJ 3838 2 tE: 
Gü) 集 4 有 界 ; 
Gi) 集 4 是 等 度 连 续 的 , 即 Ve > 0, 存在 6 > 0 ， 使 得 对 任意 xe A 及 任何 
t, tela, b], RÆ -t kô, RE 
|x@)—x(@” E. 


11.7 压缩 映射 原理 
在 微分 方程 、 积 分 方程 以 及 其 他 各 类 方程 的 理论 中 ， 解 的 存在 性 、 唯 一 性 及 
近似 解 的 收敛 性 等 都 是 很 重要 的 问题 . 许多 问题 的 解答 都 归结 为 求 某 个 映射 的 不 
动 点 . 例如, 求解 Cauchy 问题 
dy 


+ IE Yx) = Yo 


可 化 为 求解 积分 方程 | 
y= y + | fE ydr. 


ERD = y, + [f(t,y)dt， 则 以 上 积分 方程 有 解 当 且 仅 当 映射 了 有 不 动 
点 .下 面 我 们 在 一 般 框架 中 讨论 这 个 问题 . 
WT 是 从 距离 空间 (E, p) 到 自身 的 映射 WRR T EIK E HERAA 
的 距离 , 则 了 可 能 有 不 动 点 . 于 是 ， 我 们 进一步 假设 了 是 压缩 映射 ， 即 存在 
0<0<1 使 得 ，VYx, ye 五 有 
p(Tx,Ty) < Op(x, y). 
现任 取 x。eE E, $ 
x = Txa, X = Tx," x, I = Tx, (n= 1,2,…°). 
只 要 证 明 T 连续 且 点 列 {x, } 收敛 于 某 个 无 , 则 无 = 7 ,可 见 元 为 了 的 不 动 点 . 由 
于 了 是 压缩 映射 ， 则 易 见 了 连续 .因此 ,只 要 证 明 {x,} 收敛. 于 是 ， 如 还 假设 空 
(E, p) 完备 ， 则 只 要 证 明 {x } 为 基本 列 便 可 . 这 时 ,我 们 有 
px, x.) = p(Txo, xo), 
pG(x,,x,) = p(Tx,,Tx,) S 0p(x,,x,) = 0o(Tx;,xo), 
p(x) = p(Tx,,Tx,) < 0p(x,,x,) < O° pT, xo), 


Plx X) S OPT, x )(n=1,2,--) . 
因此 ， Vn,pe N 有 
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pG, n+p, x,) < Pnp Xtp1) + PCX n+p- X, n+p— 2) 
+: 二 DC) 
<(g 4 0P +...+ O°) p(T Xo) 


0 
< r 9 Po). 


HT0<0@<1, TA [x,) > (Ep) 中 的 基本 列 . 因而 ,存在 XE EE 使 得 
lim x, =x. 于 是 


HR—oo° 


Tx =T(limx,) =limTx, =limx, =F. 
故 无 为 了 的 不 动 点 ， 此外， 如果 下 还 有 一 个 不 动 点 ye E, I 
p(x,y) = p(Tx,Ty) < 00(x,y). 
HT0<0<1, WA p(x,y)=0, 即 元 = y. 可 见 , 这 时 了 有 且 只 有 一 个 不 动 


点 . 总 结 以 上 讨论 ， 我 们 有 
s 定理 1119 设 了 是 从 完备 距离 空间 (E, p) 到 自身 的 压缩 映射 ， 即 存在 


0<0<1, 使 得 Vx,ye EF 
p(Tx,Ty) < @p(x,y), 
JMJT SRE BJ S3 st. MFE Xe 使 TX = x. 
这 个 定理 常 称 为 压缩 映射 原理 ， 它 有 很 广泛 的 应 用 . 
例 14 常 微分 方程 解 的 存在 性 与 唯一 性 ， 考 虑 微分 方程 
d 
FESE y= (1.1.1) 


FoP f ERR 
D = ((x,y)] x; — r < x < x, +r, — < y < e°) 

上 连续 且 关 于 y 满足 李 普 希 效 条 件 , 即 存在 大 > 0 使 得 

Ify) -fy ) ky - yl, V(x,y), (x,y)eD, (1.1.2) 
则 存在 常数 6 > 0 使 得 方程 〈1.1.1》 有 且 只 有 一 个 解 ye Clx — ó,x; + ó] . 

其 实 ， 微 分 方程 〈1.1.1) 等 价 于 积分 方程 
y(x)= yo 十 [fe y)dt . (1.1.3) 
取 r>65>0， 使 得 0<k6<1. 定义 
T :C[x, —6,xo + ó] — C[x, —6,xo + ó] 

如 下 : 
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DD =y + | fE yd, 
则 Vy ,ye C[x, — ó,x, +ó] E 
Pu (Ty Ty,) = max | FIFE, y) - fG,y,)ldt 
x—x0l&6 Axo 


< max| f e y,() — y, (D) | dt 


x= xo |< 
<S kô: p. (Yi Y2). 
由 于 0 < k6 <1， 从 而 T 是 完备 空间 C[x, 一 6,xo +C] 上 的 压缩 映射 ， 根 据 定 理 


1.1.17 知 TT 有 唯一 的 不 动 点 y .因此 ,方程 1.1.1) 有 且 只 有 一 个 解 y. 
例 15 ”积分 方程 解 的 存在 性 与 唯一 性 . 考察 积分 方程 


x(t) = f(D + À fr, s)x(s)ds, (1.1.4) 
其 中 外 是 参数 ，f 在 [a,b] 上 可 测 ，K 在 DD =[a,b]x[a,b] 上 可 测 且 
[r Odc, a= [fi KG, É dsdt <. 
则 对 141 充 分 小 的 和 积分 方程 CLlA) BEE 
[ x(t)? dt< œ. 
事实 上 ， 令 

Bla,b]={ f! f #[a,b] ETNE [U fP ax <= 上 

对 任意 f, ge P la,b] EX 


ps(f,8)= [fz Od, 


f =g & f(x) =g(x),ae.xe [a,b]. 
容易 验证 ，( 世 [a,b], Pp,) 是 完备 距离 空间 .定义 
CO = f(D+4 [re, s)x(s)ds. 
TUE: T Æ L [a,b] a] P [a, b] Wp. 
由 于 Vx, ye D [a,b],## 


且 规 定 : 
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1 
p, (Tx, Ty) = À '( fñ [KG ss) y(s))ds Ë 4) 


a fo K(,s) P as [| x(s)- y(s) É anar) 


-4 fa fikas). z} ( 人 xD-yP s} 


= Al G p (x, y). 
因此 , 只 要 141w <1, 由 定理 1.1.19 4: 映射 有 了 唯一 的 不 动 点 xe L [a,b]. iX 
个 x 就 是 方程 (1.1.4) 满足 要 求 的 唯一 的 解 . 


习题 1.1 
1. 应 用 赫 尔 得 (Holder) 不 等 式 


1 1 
S lab, l< $ a, e$ b, 中 
i=1 i=l i=1 


其 中 @,,b 为 任意 数 ，p,g >1 且 二 二 上 =1, 推 出 Minkowski 不 等 式 : 
P q 


$ x, + y, 路 < $ x 路 :位 ， 小 


i=1 


其 中 x,, y, 为 任意 数 ，p >1， 进 而 证 明 : R” 以 按照 距离 


1 


p, x, y) = P x; — Y; Ji 
党 


构成 完备 、 可 分 的 距离 空间 . 


1 


2. IP (K) 是 满足 条 件 P x, 中 <o% 的 一 切 K 数列 


X= (xX) = (XxX, X,,*) 


之 集 . 应 用 习题 1 中 的 不 等 式 证 明 : 1?(K) 是 KK 上 的 线性 空间 且 关 于 


1 
p,Gx,y)= P x, yi Y. 
izi 


v 
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成 为 完备 、 可 分 的 距离 空间 ， 其 中 1< p<~，K =R 或 C. 
3. R(E, p) 是 距离 空间 ，A CE 非 宅 ， 定 义 
fG)=infío(x,y)l ye A}, xe E. 
证 明 : f (E,D 一 及 连续 ， 且 f(x) =0 < xe A. RIR f (x) AA x E A 
之 距离 ， 并 记 为 f(x) = p(x,A). 
4. W: 在 距离 空间 (E, p) 中 ， 闭 集 是 可 数 个 开 集 之 交 ; 开 集 为 可 数 个 闭 
集 之 并 . 
5. (E, 是 距离 空间 ,FF 与 忆 , 是 EE 中 非 空 不 相交 的 闭 集 , 证 明 存在 E 上 
的 连续 函数 f 使 得 : 
fF)={0}, f (6)={1}. 
— _ p(x, F.) 
提示 : f(x) DGE) + PGE) 
6. W F,, F, 是 距离 空间 (E,p) 中 的 不 交 闭 集 . 试 证 存在 互 中 的 不 交 开 集 @ 
与 G, 使 得 G, 2 F. (i =1,2). 
提示 : 考虑 G = [xe E | p(x,F,)— p(x,F,) > 0) *. 
7. WT :(E.,p.) 一 (E,,P,) 是 连续 映射 ，A C E,. 证 明 
G) 若 4 是 五 的 稠 子 集 ， 则 T(4) Æ E, HATE. 
Gi) #E TA, WE, 也 可 分 . 
Gü) 若 4 是 紧 子 集 〈 列 紧 闭 集 )， 则 7(4) 是 E, 的 紧 子 集 . 
8. 若 (E, p 为 距离 空间 ，A C 五 非 空 . 证 明 空间 (4, p) 完备 当 且 仅 当 人 是 
E 的 闭 子 集 . 
9. 在 距离 空间 中 证 明 : GO 基本 列 必 有 界 ; Gi) 列 紧 集 是 有 界 集 ; 〈 秆 ) 紧 
集 的 闭 子 集 是 紧 集 . 
10. Z(E, D) 是 列 紧 空 间 ( 从 而 紧 )， 了 :EE 一 R 连续 ， 则 


G) 了 在 E 上 一 致 连续 ， 即 Ve > 0,30 > 0 使 得 对 任意 为 ,2 e E , 3 
Plx) < ó F, fl f(x) - f Gx)lc 8 ; 

Gi) FEELER, MEEK > 0 使 得 

I fG) l< K (Vxe E); 

Gü) 有 在 E 上 取得 最 大 、 最 小 值 . 

提示 : 这 了 的 值 域 1(E) 是 R 的 紧 子 集 ， 从 而 是 有 界 闭 集 . 
11. 8 F, F, ARAZA (E, p) 中 的 非 空 紧 子 集 ， 证 明 : 必 存在 一 点 

(xo,yo)e F, X F, fE 
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P(xo> Yo) = p(F,, F,) > 
EH p(F,, F,) =inf[o(x,F,)| xe F,) E F, 55 F, ZAREN. 
12.( 隐 函数 存在 定理 ) 设 函数 (x,y) 在 G =[a,b]x R EERE f, (x, y) # 
在 , 试 证 :如果 存在 常数 m 与 M 使 得 对 任意 (x,y)e G 有 0<m< f(x,y)<M , 
则 方程 f(x,y) = 0 确定 [a,b] 上 唯一 连续 的 隐 函 数 y= g(x) ， 即 存在 唯一 
pe C[a,b]， 对 任意 xe [a,b]， 有 f(x,9(x))=0. 


提示 : 考 记 映射 (TP)( = (一 f(x, g(x)) ， 应 用 压缩 映射 原理 . 


13.〈 闭 球 套 定理 ) 设 EE 是 完备 距离 空间 ，{x, } 为 中 的 点 列 ， 记 
F, = B(x,,£,)= {xe Elp(x,x,) S €,}(n=1,2,.…). 
证 明 : 如 果 { 五 RE: 
G) RDD DF, OL; 
Gi) £, 一 O(n 一 °), 

则 存在 唯一 x。e€ E E x E F. (n=12,:.) . 
RR: 证 明 {x,} 为 中 的 基本 列 ， 记 x。 =limx,. 

14. 设 G 是 及 "中 的 非 空 开 集 ， 证 明 : 存在 R" 中 一 列 非 空 的 有 界 闭 集 {KK,} 
使 得 

G=ÚK, ËB K, c (Ka) G=12…)， 
15. 设 G 与 {KK,} 如 习题 14， 并 记 
C(G)={f1f :G 一 RPE) ,p,(f,g)= max(l f(x) — g(2)l: xe K,). 
对 fgeC(G)， 定 义 
1 p,(f,8) 

| PP) Nr Tr ,8) 
证 明 : 

G) Pp 是 C(G) 上 的 距离 ; 

Gi) {所} 是 C(G) 中 的 Cauchy 列 ，Vie N,(I f, 1x} 是 (CCK,),pi) 中 的 
Cauchy 列 ，f [x 是 所 在 KK, 上 的 限制 ; 

Gi) Vf.,f e C(G) m =12,--), f, ——> f e> YK,» (f, Q} EK, E~ 
致 收敛 于 f (a): 
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(iv》(C(G), Pp) 是 完备 距离 空间 . 


$1.2” 赋 范 线性 空间 


1.2.1 定义 与 例子 

为 了 描述 “任意 逼近 ”的 概念 , 我 们 引入 了 “距离 "的 概念 . 由 此 定义 了 收敛 性 、 
映射 的 连续 性 等 .从 而 精确 地 描述 了 “x, 可 以 任意 逼近 x”， 即 x, x 的 距离 
P(x ,xX) RTE. 在 前 言 中 已 经 指出 ， 为 了 确切 、 全 面 的 描述 状态 空间 的 性 质 ， 
还 必须 引入 代数 运算 . 最 简单 的 运算 是 加 法 与 数 乘 即 线性 运算 ， 这 相当 于 在 线性 
空间 中 引入 距离 的 概念 , 为 了 使 得 距离 与 代数 运算 很 好 的 联系 起 来 ， 应 该 要 求 在 
线性 空间 V (实数 域 及 或 复数 域 C 上 ) 中 的 距离 p 具有 以 下 基本 属性 : 

(1) 平移 不 变性 : 

Vx, y,zE V,p(x+z,y+z)= p(x, y); 
(2) 齐 次 性 : f 
vxeV,Ae R,p(Ax, Ny) A AÍ P(x, y): 
(3) 和 的 连续 性 ， 
p(x, x) > 0, p(y,, y) 一 0> pG, +Y, x+ y) >l; 
(4) AREE: 
p(x,,x) > 0,1 4, -A i> 0 > p(A,x,,Ax) > 0. 

容易 证 明 ;， EESO HEES. Mik, 只 要 o 满足 (1) 与 (2) 即 可 . 

设 线性 空间 V 上 的 距离 满足 以 上 条 件 ， 记 和 x p(x,0) (xe V), MAX 
I-I: V 一 R 满 足以 下 条 件 ， VAe R ,vx,yeV ,有 

E ixi 0.1 x1= 0 < x=0 (7 中 的 零 元 ); 

2° AxA xll; 

3° lx+ ld xi+i yl, 
这 说 明 : 在 线性 空间 V 中 有 满足 条 件 (1) 与 (2) 的 距离 ， 必 有 满足 条 件 1 一 3” 
HARIV Ə R. 反之， 车 有 满足 条 件 1 一 3° 的 函数 上 -路 V 一 及， 定义 
p(x, y) =ix-yll, W p 是 V 上 满足 条 件 (1) 与 (2) 的 距离 . 因此 ,为 了 在 V 上 引 
入 满足 条 件 (1) 与 (2) 的 距离 p ， 只 需 引 入 满足 条 件 1 一 3" HRKI. HERNI 
引入 以 下 概念 . 

以 后 均 用 KK 表示 实数 域 及 或 复数 域 C ， 当 讨论 线性 空间 时 ， 均 指数 为 实数 
域 或 复数 域 的 情况 . 

定义 1.2.1 设 V 是 数 域 K 上 的 线性 空间 , 如 果 函 数目 V 一 R 满足 条 件 : 
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Vx ye V5AeK, 
(N) lH xl|>0; Hxi=0<— x=0; 
(N,) TAx AM xil; 
(N3) Hx+yll<l xl + yil, 
则 称 贞 ,1 是 线性 空间 Y 上 的 范 数 ， 称 上 x 省 为 向 量 x 的 范 数 ， HERIK (V, ID 
EK 上 的 赋 范 线性 空间 ， 简 称 V 是 赋 范 空间 . 
如 前 所 述 ， 当 (V 汕 :由 是 赋 范 线性 空间 时 ,定义 pla, yix- yl, WJ o 是 
V 上 的 距离 旦 满足 条 件 (1) 至 (4)， MAV 是 距离 空间 ， 因 此 就 可 在 Y 中 引入 收敛 
性 、 连 续 性 、 有 界 性 、 可 分 性 、 开 和 集 与 闭 集 等 概念 .例如 ， 对 于 x,,Xxe V, "4 
n — eo h] x, > x#B ll x, —x!l=> 0 ， 这 时 , 称 点 列 {x, } 依 范 数 收敛 于 x 或 称 
Lan 强 收敛 于 地 映射: (V > (VW 小 中 ) 连 续 是 指 : 
ll x, — x ll, — 0(n — œ) Tr, — Tx |l, — O(n — e°). 
应 用 范 数 公理 (N; ) 与 (Ni ) ， 可 以 证 明 以 下 定理 . 
定理 1.2.2 (V, DERETA, 
G) 范 数 是 连续 的 ， 即 
x, > x(n — e°) =l x, Ill xl (n — eo); 
Gi) 加 法 是 连续 的 ， 即 
x, — x, y, — y(n — œ) => x, + y, — x+ y(n — e°) ; 
Gü) 数 乘 是 连续 的 ， 即 
x, > x,À, — A(n — œ) => À, X, — Ax(n — =°). 
Rrihx x y,yeV, Åp AE Kn=1,2,.…). 
证 明 由 于 
Ix IIx- yll+ H yl, H yl y- xH +i xi, 
所 以 
laxi- yisi- yl. 
由 此 可 知人 成 立 ， 又 因 
I(x, + y,) —(x+ y) x, —x l+! y, — yil, 
从 而 (让 成立， 最 后 ， 由 不 等 式 
lI 1, x, — Ax IISI Cx, -+I (2, — 4)x l 
<(0A -AI+1A Dix, —xll+ll x12, — 41 
AnGR. 
这 个 定理 表明 : 在 赋 范 线性 空间 中 ， 范 数 与 线性 运算 是 自动 连续 的 . 
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如 果 赋 范 空间 (V, 咱 .中 作为 距离 空间 ( 即 赋 距 离 p(x, y) =l x— y ll ) 是 完备 
的 ， 则 称 它 为 Banach 空间 . 

下 面 介绍 几 个 古典 的 Banach 空间 . 

例 1 ZAR”. 对 

X= (XX2 Xa) Y = (Yi y, Yn) E R” 
定义 
X+y=(X, + yX +y," X, + Ya), 
Ox = (QX, 0X3, AX) Va e R , 


WR” 成 为 R 上 的 线性 空间 .又 若 定 义 


1 
n ? 
xll,=4 Dx P> , Vx=(x,x;x,)e R", 
i=] 


其 中 1< p<e<e, MJ(R",l.l1 ) 成 为 R 上 的 Banach 空间 . 
类 似 地 ， 可 在 C" = {4,4414 E C} 中 定义 线性 运算 与 范 数 儿 几 , 使 
其 成 为 C 上 的 Banach 空间 . 易 见 , 在 及 "或 C" 中 的 强 收 敛 等 价 于 按 坐 标 收敛 ， 
例 2 空间 1?(K). 对 
X=(Xx,,X,,''', X” E P (K), 
Y= (Yo Y2 Yp) E (K), 
定义 
X+y=(X ty NX +y," X Ya), 
Ox = (OX 0X3 AX) VG c K, 
1 


ER ba x, rsp 
i=1 


MJ(IP(K).ll: ll.) RA K 上 的 Banach 空间 . 
例 3 ZW (K). XFx=(x,,x,, x 8 PS(K)5 
Y= (Yo Yat Yast) € P (K) , 
定义 加 法 与 乘 数 如 例 2， 且 定义 
H xll,= sup{l x, :n=1,2,.…}, 
w (S (K), RA K 上 的 Banach 空间 . 
例 4 空间 C[a,b]. Xx, ye C[a,b] 及 Qe R 定义 
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(x + y)(t) = x(t) + y(t), (Gx)(t) = ax(t), || x l= max | x(t) |, 
WI (Cla,b],|- |.) RA R 上 的 Banach 空间 ， 如 果 定义 
1zlh= ix lad, 


则 (C[a,b] 省 -由 ) 成 为 R 上 的 赋 范 线性 空间 ,但 不 是 Banach 空间 . 
例 5 空间 LP[q,b]. 对 于 1<p<m, 记 
L'ja,b]={f 1 f 在 [a,b] 上 可 测 且 00 dx < +=). 
容易 证 明 ， 关 于 函数 的 加 法 与 数 乘 〈 如 例 4)， 且 视 
f =0< f(x)=0,a.e.F [a,b]. 
D'la,b] 25 R ERREZI. 对 于 fe D'[a,b], 定义 


|f | p= ( fi fO)! ak) (Lebesgue 积分 )， 


W (L'[a,b],M. 1) RAR 上 的 赋 范 线性 空间 且 可 分 完备 ， 从 而 是 Banach 空 
间 . 其 证 明 留 作 练习 . 
例 6 “BL a,b]. W 
P'[a,b]= (f! f :[a,b] — R TEIN f l< =o), 
其 中 
f=inf{ sup |f(t)l: E, c [a,b] B.mE, = 0) 


te[a,b]-Eo 
是 了 在 [a,b] 上 的 本 性 上 确 界 ， 函 数 的 加 法 与 数 乘 (如 例 4) 且 规定 : 
f=0© f(x)=0,a.e.f [a,b], 
WI (L [a,b], 1-1) A Banach 空间 .其 证 明 留 作 练习 . 
例 7 空间 CW[a,b]. 记 
C%[a,b]= f f: [a,b] > R 有 连续 的 k 阶 导数 }， 
在 其 中 定义 加 法 与 数 乘 如 例 4， 且 定义 


fID, 


其 中 ff 中 是 了 的 i 阶 导 函数 ， 则 由 一 致 收敛 的 函数 列 之 性 质 可 以 证 明 
(CP [a,b] il-1) E R _EBJ Banach 空间 . 
以 上 的 函数 空间 
Cla,b], C%)[a,b) # L? [a,b]( < p < °) 
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均 考 虑 实 值 函 数 f :[a,b] 一 R. 对 复 值 函数 也 可 引入 类 似 的 空间 ， 得 到 复 的 
Banach 空间 . 


1.2.2 有 限 维 赋 范 线性 空间 

设 (V 川 :上 是 赋 范 线性 空间 . 如果 作 为 线性 空间 ，Y 是 有 限 维 的 ， 则 称 
(V ,路 上 D 是 有 限 维 赋 范 线性 空间 .否则 称 它 是 无 限 维 的 .前面 的 几 个 例子 当中 ， 
RRT R” 与 C" 外 都 是 无 限 维 的 .有 限 维 空间 具有 由 有 限 个 线性 无 关 向 量 构成 的 基 
底 ， 讨 论 起 来 比较 方便 . 在 第 一 节 中 已 经 指出 ， 及 "与 C" 中 的 有 界 闭 集 是 紧 集 ， 
且 看 到 这 一 性 质 在 无 穷 维 空间 不 再 成 立 (如 C[0,1] 中 ). 下 面 我 们 将 看 到 “有 界 闭 
集 是 紧 集 ”这 一 性 质 完全 刻画 了 空间 的 有 限 维 性 质 ， 另外， 还 将 证 明 任意 nn ÆR 
范 线 性 空间 都 与 及 " 与 C" 同 构 与 同 胚 ， 

设 (V ,上 是 K 上 的 n 维 赋 范 线性 空间 ， 它 有 基底 {e,e,,…,e,}， 在 线性 
代数 中 已 经 知道 : 

m = (2n) Vx= > še, eV 
i=1 
定义 线性 同 构 z:V >K”, AEV 与 K" 线 性 同 构 . 可 见 Y 与 K" 中 的 代数 运 
算 规律 完全 相同 ， 即 
a(x + y) = Zx + zy 5 z(Gx) = QAX 
Bar. 那么 收敛 性 是 否 一 致 昵 ? FIERA: 
Vx x€ V, X, — x @@ Zx, — Zx (n — eo). 


为 了 讨论 这 一 问题 , 设 xe 多， 则 x 可 表 为 xz= 》 ée, h£ e K. A 
i=} 
而 ,由 范 数 的 性 质 知 
xl ée ls 3116, N 
i=1 


i=l 


=Y llle, I< $ £ PiS e; PP =mllzxll,, 


i=1 i=l i=l 
1 


pm=| Sle 站 saxna (因为 e1,e,,…,e, 非 零 )、 这 说 明 
i=1 


TX, — AX — x, — x(n — °°). 
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反之 , 对 任 x= 了 Ee, 及 y=》 ne e V, A 
i=1 i=1 1 
Hx1—1 号 一 11 eF. 
i=1 

这 说 明 : 公 式 

6.6 ee] 

i=] 

定义 连续 函数 f: SOOD>R, Erh S(01 Æ (R11) 中 的 单位 球面 : 
£ +Ë +. +£ =1. 由 于 $(0D 是 (R? 负 .1) 中 的 紧 子 集 ( 即 有 界 闭 集 )， 从 
m f # s(0,) 上 取 到 最 小 值 产 " ， 由 于 Sf AEREA, Arim > 0. 因此 ， 


对 任意 ze 又， 记 XZ= 》 乡 el ， 则 当 X 关 0 时 ， 三 = 人 (人生 ,各 上) 也 非 零 ， 因 
i=1 
而 


1 


PE ji -mLz0. 


因此 
1 1 1 ; 
—P,— 一 一 > m 
/a TW TTS 
即 l x| = l lixe m” , 可见 xl 尼 m Izal, HA, 当 x=0 时 ， 这 
Wæ, | læ, 


个 不 等 式 成 立 ， 故 得 
ll zl, < L.I xl, vrey. 
m m 
总 结 以 上 讨论 ， 得 到 | 
定理 1.22 设 (Y 儿 .用 是 下 上 的 闫 维 赋 范 线性 空间 ， 则 存在 线性 同 构 
ZT:V 二 KK" 及 常数 M,M > 0 使 得 
M: xli<ll zx !l,< M”l xl, Vxe V . 
这 时 ,有志 — x @> zx, — X(N — e°), JA z ijd z! : K” 一 了 都 
Ea. ENK AARAA, B380V,IH ID -5 K1 EJ. 
如 果 V 是 赋 范 线性 空间 (V, I) BJ n EFE, hE 1.2.2 4 (V, I) 与 
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(有 KK" ,让 li 线性 同 构 且 同 胚 . 由 于 后 者 是 完备 的 ， 从 而 Vo DEZER. 根据 
习题 1.1.8 知 V 是 V 的 闭 子 空间 .由 此 可 见 ， 在 赋 范 线性 空间 中 ， 任 意 有 限 维 子 
空间 必 是 闭 子 空间 . 
了 全 本 有 了 于 A EE AN, 先 介绍 一 个 很 重要 的 引 理 一 F. Riesz 
引 理 1.2.3(F Riesz) VZ V, 是 赋 范 线性 空间 (V, 中 :中 的 真 闭 子 空间 ， 则 
V0 < E <1,3xo eV 使 得 
l x l=1 Ell x -xl z, VxeV,. 


证 明 任 取 xXeV\W, w 
d = p(x,Vo) = inf l| x — x; ll, 


由 习题 1.1.4 知 : d > 0 CJI x, e V, =V FAEROE <L A >d .从 


而 ,存在 Xi e V ER 
0<ll x, — x; kÊ, 即 _ 和 > 
£ l| x, — x; ll 


令 


, 
Xo = m(x% — xi); 
ll x, — x; !! 


则 xo € V Ell x; l=1. 任 取 xeV。， 有 
ll xí — x ll(x—x)€ V,» 


因此 ， 
l| x— xç klix- lx+ -x ll 
x —x,ll 
_—! 
lx — xl 
2E. 
定理 1.24 RËREZH (VI ID E 840024 R42234V 的 任 一 有 界 闭 集 
是 紧 集 . 


证 明 (>) V 是 有 限 维 的 , 记 n 是 V 的 维 数 . 由 定理 1.2.2 知 存在 线性 同 
HSARA: V 一 KK”. 设 E 为 (V ,川中 中 的 有 界 闲 集 , MaE) Æ (K "ll: ll.) rh 
的 有 界 闭 集 ， 从 而 是 紧 集 ， 因 此 由 习题 1.1.7 4E = z! (NA(E)) 是 (V 省 -上 中 的 
紧 子 集 . 
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(=) 假设 V 是 无 限 维 的 . & S = {zeTIlxI 人 HU ， 则 3 为 (7 小 由 中 的 有 
界 闭 集 ， 从 而 是 紧 集 , 任 取 阅 ES， 记 仿 是 由 为 生成 的 子 空间 ， 则 仅 是 Y 的 有 
限 维 的 (实际 上 是 1 维 的 ) 真子 空间 .由 定理 1.2.2 之 后 的 讨论 可 知 V 是 V =H 


子 空间 ， 从 而 由 引 理 1.2.3 知 : 存在 x E 8 ， 使 得 x 一 x 这 了 (Vre v) 特别 
有 lx — x, I>. iB V, E x, 5 x, *EFR00 V 的 真 闭 子 空间 . 再 由 引 理 123 知 : 
存在 x,e S, 使得 对 一 切 xe V,, #llx— x, Le 特别 有 

ll x, — x; 2 3,0=12). 


如 此 继续 ， 可 得 x, e S, BAIX —x, Iz (mn=12.). 显然, S 中 的 无 穷 
点 列 {[x, } 没有 收 合子 列 . 这 与 5 WRTA. EH. 


习题 1.2 
1. BECIK) 是 全 体 收敛 数列 X = (x.,x,, Xx E Px e K. X 
X= (X XX E C(K), 定义 
I xl = sup{l x, l:ne N}, 
则 C(K) 关于 类 似 于 S(KK) 中 的 运算 及 范 数 上 .1 为 KK 上 可 分 的 Banach 空间 . 
2. 设 玉 (有 K) 表 示 数 域 K 中 的 全 体 有 界 数列 x = (Xi ,Xs,…,X，，,…) 之 集 .对 
X= (XX X e P(K), EX 
Hxl_=sup(lx l ne N}. 
证 明 : 关 于 类 似 于 S(K) 中 的 运算 ，(1”(KK) 汕 "1,) 为 可 分 的 Banach 空间 且 C(K) 
是 (KK) 的 真 闭 子 空间 . 
3. 证 明 : G) 车 y= 9(x) 在 [0,-) 上 严格 递增 ，g(0)=0， 且 x=W(y) 是 
y= 9(X) 的 反 函 数 ， 则 Va,D>0 有 
ab< [pdr+ fw()ay. 
提示 : 应 用 定 积 分 的 几何 意义 . 


a 
Gi) 对 G(X) =x E; yy) = y ENER 
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ab < 1 rl; ; 
P q 


#EAriha,b>0, p>l, q=. 
p-l 
Gi) 对 于 fe LP[a,b]\{0} 与 ge L[a,b]\{0}, ë 
a= fO A 
II f ll, Ig Il 
应 用 (让) 中 的 不 等 式 证 明 Holder 不 等 式 
pn FŒ dx Sl fl, gl,, 
其 中 p>g， a=- (注意 : TERN f = 0R g = 0 也 成 立 ) 
(iv) 证 明 不 等 式 
læ + BP<(læl+I 8)” < (max{log l,l 81}? 
<22 (læ +I Bl). 
由 此 证 明 严 [ac, 妇 是 天上 的 线性 空间 且 


1 
If+gl < u fu," + gl,) h t p>. 
v) g, fe D'[a,b] ， 应 用 不 等 式 
If+gP<0fl+1gD” I fi+( fi+IgD” ligi 
与 Holder 不 等 式 , 证 明 Minkowski 不 等 式 
If+gl dl fl thigll,. 
(vi) 证 明 : 有 理 系 数 的 多 项 式 在 [a,b] 中 稠密 ， 从 而 它 可 分 .进而 证 明 
D'[a,b] (p >) 是 KK 上 的 赋 范 线性 空间 . 
4. 设 {f,} 是 L?[a,b] 中 的 基本 列 ， 证 明 : 
O BEFAL, 使 得 Sf -fa U <=; 
k=1 
Gi) 应 用 逐 项 积分 定理 与 Holder 不 等 式 证 明 (i) 中 得 到 的 子 列 {f} 使 得 函数 
TRAY |, O- f, Olt lab] 上 几乎 处 处 绝对 收 化 
k=1 


Gii) 证 明 :{f (0) 在 [ac, 刀 几乎 处 处 收敛 于 某 个 可 测 函 数 f (g); 
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Gv) 应 用 Fatou 引 理 证 明 : VE > 0,3N 使 得 

n2N=l -fl,<e:; 

(v) 证 明 : f e Lla, b] B ( f.) Wik ak f ; 

(vi) 证 明 : L |a,b](1 < p < ~) 是 Banach 空间 . 

5. 证 明 : 有 限 维 线性 空间 V 上 的 任意 两 个 范 数 上 .由 与 中 ll, 等 价 , 即 存在 正 
# L 5 L 使 得 

Lix SI x l< Ul xll,,Vxe V. 

提示 应 用 定理 1.2.2. 

6. (V.D 是 赋 范 线性 空间 ， 证 明 : 

O 对 中 任 一 基本 列 {x,}， 存 在 子 列 {x, } 使 得 


Şi Xna T Xn K; 
k=1 
Gi) EV 中 的 基本 列 {x,} 有 收敛 子 列 ， 则 {x } 必 收敛 ; 
Gü) WR Yx, e V(n=1,2,-) 
Six, i> Y ' x, KAG Y x, kó, 


n=l n=} k=1 


BI (V lM: ID 必 完 备 ; 
Gv) MUR (V.N. 248, WARY x, 收敛 当 且 仅 当 对 于 任意 6 > 0,3N ， 


n=l 
m 
> Xr 


使 得 当 m > n > N 时 , 有 
k=n+1 


这 是 数学 分 析 级 数 收敛 的 Cauchy 准则 的 推广 
(v) WR VIDES. WV 中 绝对 收敛 的 级 数 必 收 敛 , 即 


yz, M> Yx, et. 


n=l n=1 


以 上 的 记号 》 x, 可 称 为 向 量 值 级 数 ， 简 称 级 数 ， 


n=1 
7. W M 为 赋 范 空间 V WAFER, W 
[r={ye Vix- ye M}, Vy =t]lxeV), 
规定 : [sd] +[y] =[x+ yl,a[x] =[ox](e e K), 
III[x]lll= o(x,M)= inf[ll x- yl: ye M}. 


<E; 
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证 明 ; 
O Vap 中 的 运算 定义 合理 ， 即 
xe[x],ye[y] = [x+ y]=[x+ y], [ax] = [ax]; 
Gi) 在 以 上 线性 运算 下 ，YAy RAK 上 的 线性 空间 且 M 为 零 元 ; 
(ii 川 : 员 的 定义 合理 ， 即 
Xe [x]= p(x,M)=p(x,M); 


Gy Zm) K 上 的 赋 范 空间 ， 
V 如 果 V 完备 ， 则 Vy 也 完备 ; 
GD 定义 T:V > V/G 如 下 m=], MrR 


III zx IISI x ll (xe V), 
从 而 元 连 续 . 


8. 设 愉 为 赋 范 线性 空间 ，》'x, 为 X 中 的 级 数 , 如 果 部 分 的 极限 


n=1 
n 
lim x 
k=1 


n— e° 


收敛 ， 


存在 , 则 称 级 数 》 x 收敛 ,并 称 这 个 极限 为 级 数 的 和 ; 如 果 正 项 级 数 ` |x, 


oo 
n=l n=1 


则 称 级 数 Ý x, h E: 
n=1 


(1) #X X Banach 空间 , 则 和 中 的 任 一 绝对 收敛 的 级 数 必 收敛 ; 
(2) X X Banach 空间 当 且 仅 当头 中 的 任 一 绝对 收敛 的 级 数 都 收敛 . 


$1.3 ”内 积 空间 


在 81.1 5812 中 ， 我 们 学 习 了 距离 空间 与 赋 范 线性 空间 的 概念 与 基本 理 
论 . 通过 许多 问题 的 讨论 ， 我 们 看 到 ， 距离 的 概念 实质 上 是 R" 中 距离 概念 的 推 
广 ， 范 数 实际 上 是 R" 中 向 量 长 度 的 推广 ， 其 方法 是 ， 在任 一 非 空 集 上 定义 任意 
两 点 的 距离 ， 从 而 得 到 距离 空间 ， 在 线性 空间 中 引入 任 一 向 量 的 范 数 ， 得 到 了 赋 
范 线性 空间 ， 在 这 两 种 空间 上 ， 讨 论 的 许多 问题 实际 上 是 R” 中 相应 问题 的 推广 
与 一 般 化 . 但 在 维 欧 氏 空间 R" 中 ， 除 了 向 量 的 长 度 
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h|= Vor 


之 外 ， 还 有 一 个 重要 概念 就 是 “内 积 "， 正 是 由 于 及 "具有 内 积 ， 因 此 有 了 向 最 之 
间 的 夹 角 , 这 就 使 得 及 " 具有 非常 好 的 几何 性 质 (如 正 交 性 、 投 形 、 直 交 分 解 等 )， 
本 节 我 们 将 推广 内 积 的 概念 到 一 般 线性 空间 , 从 而 得 到 内 积 空间 , 在 内 积 空间 中 ， 
有 与 R" 类 似 的 许多 几何 性 质 ， 使 得 空间 的 结构 更 加 直观 . 


1.3.1 内 积 空间 的 概念 与 基本 性 质 
为 了 在 线性 空间 中 引入 内 积 ， 首 先 回 顾 一 下 欧 氏 空间 
K” = {xag )lx € K] 
中 的 内 积 及 其 性 质 ， 其 中 政 = 玉 或 C . 
对 X= (xx... ) Y= Op Yot Ya) E K", Hx y 的 内 积 定义 为 


(x,y) = xy, , 
i=1 
其 中 y, 表示 复数 y WR 3: B WSST DL F2X: 


II x Il= ği x P) = zz) 


由 定义 易 见 内 积 具 有 以 下 性 质 : Va,pe K,x,y,ze K”, 

1° Vxe K", (x,X)>0; (x,7X)=0 @ x=0 (HE); 

2° (ax+ By, D = Q(x, z} + Bly, 72),; 

3° (x,y)=(y,x),Vx,ye K”. 

# K” 中 讨论 的 许多 几何 问题 ( 正 交 性 、 夹 角 等 ) 完 全 由 内 积 性 质 1° 一 3° 决 
定 . 实际 上 ， 内 积 是 满足 以 上 条 件 1 一 3° 的 一 个 二 元 函数 

(x,y):K”"xK” >K, 

因此 ， 便 可 在 线性 空间 中 定义 内 积 . 

定义 1.3.1 设 Y J K 上 的 线性 空间 ， 如 果 二 元 函数 《() :V XV — K 满足 条 
件 : 

(L) Vxe V,(x,x> > 0; (x,x) =Ü @ x=0 (V 中 零 元 ); 

(L) Vx,y,z € V KE G, Be K #f 

(ax + y, z) = Q(x, 2) + Bly, 22: 

(L) Vx, ye V, A (x, y} =(y,x), | 

MECO 为 线性 空间 V 上 的 内 积 , 且 称 《x, y> 2 x 与 y 的 内 积 ， 这 时 称 赋 有 内 积 
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的 线性 空间 Y 是 内 积 空间 . 

由 定义 可 知 : Vx, y,zEeEV 及 Q,BeKK, 有 

(x,Gy + 应 ) = (Gy + fz, x) =G(y,x) + p(z, x = G(x, y) + B(x, z} . 
特别 

(ax, 0%) = CQ = QALX, =G Ë (x,x). 

于 是 ,函数 | x i= JG, x) 满足 范 数 公理 的 条 件 (Ni ) 5 (N,) , 为 了 证 明 | E 
条 件 

(N,):ll x+ yll<ll x +I yll, 


先 证 明 以 下 引 理 . 
引 理 1.3.2(Schwartz 不 等 式 ) BV = (Y,(.,.)) 是 内 积 空间 ， 则 Vx, ye VA 
lx, yy xl. yl, 
且 等 号 成 立 心 x 与 y 线 性 相关 . 


WA 设 x,yeV， WH y =0, 则 
(x, y) = (x,0) = (x,0:0) = a(x,0), (Vee K). 
从 而 (x,0)》 = 0 ， 可 见 不 等 式 成 立 ， 如 果 y 关 0， 则 在 不 等 式 
0<¿x-ay,x— Qy) 
=(x,x) —G(x,y) —G((y,x) —G(y,y)) 


ph a= 52 a 
(y,y) 


0 < (x, x) -D ey, y) 
(y, y) 
BPI xH y 2 x, yy P. AT, xA y N (x,y)1. 由 此 可 见 :Schwartz 不 等 式 成 
立 . 


如 果 x 与 y 线性 相关 , 比如 y= ax (we K), 则 不 等 式 中 的 等 号 成 立 . 反之 ， 
若 等 号 成 立 , 则 由 以 上 的 证 明 过 程 可 知 (x 一 Qy,x 一 Qy) = 0, BI x= ay. E x 
y 线性 相关 . 

由 Schwartz 不 等 式 可 得 : Vx, yeEV ,he 民 ,Re4 表 示 4 的 实 部 ， 则 


llx+ yl”>= (x+ y,x+ y) 
=(x,x) +2Re(x, y) +(y, y> 
<ll x +21 xl yll+l yl 
=(Il x ll +Il y Il)2. 
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因此 ，J x+ yll<l x! +ilyll. 

定理 1.33 车 V EN 3n2E|3, WJ x |= /(x,x> £ Y V 中 的 范 数 ， 从 而 
(V.II : b JE kw ze B]. 

由 此 可 见 : 内 积 空间 必 为 赋 范 空间 ， 从 而 可 在 其 上 讨论 各 种 与 范 数 有 关 的 问 
题 〈 如 收敛 性 与 连续 性 等 )， 那 么 自然 要 问 : 赋 范 空间 一 定 是 内 积 空间 吗 ? 为 了 
回答 这 个 问题 ， 首 先 必 须 研究 一 下 内 积 空间 中 范 数 与 内 积 的 关系 ， 应 用 内 积 的 性 
质 可 以 证 明 在 内 积 空间 Y 中 成 立 ，Vx, yEy , 

(a) lx+ yl +x- y= 2 x +1 yP); 

(b) 当政 =C 时 ， 有 

(x,y) =l x+ yl —I x— yl? +i x+ iy? —i ll x— iy IP}; 

(c) 当 K=R 时 ， 有 

(x,y) = x+y -ll x- yl). 

公式 (a) 称 为 平行 四 边 形 公式 ， 它 是 通常 “平行 四 边 形 的 对 角 线 平方 和 等 于 各 
边 平方 之 和 ”这 一 性 质 的 推广 ,公式 (b) 与 (c) 称 为 极 化 恒等式 ， 它 给 出 了 内 积 与 范 
数 的 联系 . 

可 以 证 明 ; 如 果 赋 范 空间 Y 中 的 范 数 外 1 满足 公式 (a)， 则 由 公式 (b) 或 (c) 就 可 
确定 Y 中 的 内 积 《,-) 使 得 xll= J(x,xy (Vxe V). 因此 , 平行 四 边 形 公式 是 内 
积 空间 的 特征 性 质 . 

前 面 已 经 知道 , 距离 空间 中 的 距离 p 与 赋 范 空间 中 的 范 数 人. 中 都 是 自动 连续 
的 ， 那 么 自然 要 问 :内 积 空间 中 的 内 积 连续 吗 ? RC) 是 线性 空间 V 中 的 内 积 ， 
由 它 可 得 到 两 个 函数 

xip (xz yo):VY SK S (x,y)> (x,yy:VxV >K, 

其 中 yo eV 是 任 一 固 向 量 ，V XV 如 定理 1.2.2 所 述 ， 问 题 是 ， 这 两 个 函数 连续 
吗 ? . 
Wx, y, x, yE V EN) 满足 >x, y, — y (n— ee), WH Schwartz 
不 等 式 及 范 数 的 连续 性 知 

|(x,, ya) — (x, yo) H (x, — X, Yo) 1 

<ll y, ll: l| x, — x ll— 0 (n — œ) 
JH. 

l(x o Yn? (x, y) H Xp Ya — y) + (x, —x,y>! 
<x, H: y —yll+l x. — xil: ll yil — 0 (n — e°). 
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EE, lim(x,, Yo) = (x,yə2 Blim(x,,y,) = (x,y 2- 可 见 ,内 积 函数 自动 连续 


且 分 别 连 续 《〈 即 固定 一 个 变量 关于 另 一 个 变量 连续 ). 
下 面 给 出 一 些 常 用 的 例子 . 


例 1 线性 空间 区 "关于 内 积 (x,y) = 》 x, y, 为 Hilbert 空间 . 
i=1 


例 2 REZAL [ab] AFA 
(f,8)= | f 8 0dr 
是 Hilbert 空间 . 
例 3 RERIK) XF (y) = > xy 29 Hilbert 空间 
PREZA VID 中 存在 内 积 (.;) 使 得 


lxlE Vx,x) (Vxe V), 
WIK (V1 -D 可 内 积 化 ; TURE (VI I 不 可 内 积 化 .于 是 ,(V,l TAREE 
仅 当 V 中 的 范 数 满足 平行 四 边 形 公式 . 
例 4 当 ppz2 时 ， 赋 范 空间 1?( 有 K) 不 可 内 积 化 ,因为 
x=(L10,0,--3, y = (1,—1,0,0,---)€ IP(K) 


不 满足 平行 四 边 形 公式 . 
8J5 Banach 空间 (C[a,b],l 中 ,) 不 可 内 积 化 ， 因 为 函数 
x() =1,y() =“ e C[a,b] 
b-a 


不 满足 平行 四 边 形 公式 . BÆ, Cla, b] 作为 三 [a,b] 的 子 空间 ， 关 于 内 积 
(f,8) = FOE 


成 为 内 积 空间 ,但 不 完备 . 
注 应 用 Hamel 基 可 以 证 明 线 性 空间 上 均 可 定义 内 积 . 
1.3.2 正 交 分 解 


在 通常 的 三 维 空间 R 中 , 任 取 一 个 过 原点 的 平面 M， 则 空间 中 的 任 一 向 量 
x 都 分 解 为 M 的 法 线 上 的 一 个 向 量 y IS M 中 的 一 个 向 量 z 之 和 , 其 中 y 是 x 
在 法 线 上 的 投影 ， 而 z 是 x 在 MM 中 的 投影 . 显然 y 与 z 正 交 , 即 (y,x) = 二 0, 在 
这 种 特殊 情况 启发 下 ， 问 这 种 分 解 在 一 般 内 积 空间 中 是 否 成 立 ? 

既然 z 是 向 量 x 在 M 中 的 投影 , 那么 向 量 z 的 终点 就 是 x 的 终点 到 平面 M 
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的 最 近 点 ， 即 
Il x~ zl= p(x,M)=inf{lix-mil:me M}. 

因此 ， 只 要 找到 这 个 最 近 点 ， 投 影 也 就 找到 了 ， 为 了 在 一 般 内 积 空间 中 讨论 向 量 
ERDE, 先 引 入 两 个 向 量 正 交 与 正 交 分 解 的 概念 , 并 指出 它们 的 一 些 性 

定义 1.3.4 内 积 空间 V 中 的 两 个 向 量 x 与 y 叫做 正 交 的 , 是 指 它们 的 内 积 为 
$, Wix, y) 二 0， 这 时 记 为 Xx 上 y. WV 的 子 集 M 及 xEY ， 如 果 Y 与 M 中 
的 任 一 元 素 正 交 ， 则 称 x 与 用 正 交 ， 记 为 Xx 上 M . V 中 与 MM 正 交 的 所 有 元 素 
之 集 记 为 M+ ， 称 为 M 的 正 交 补 . 

命题 1.3.5 设 V 为 内 积 空间 ， 则 

G) ix 上 时， Hx + x, x Ü +I x, Ë ; 

Gü) x=0 < x 5V 的 一 个 笛子 集 正 交 ; 

Gü) 对 任 一 M cV, M` 是 闭 子 空间 ; 

Gv) 4 M 为 Hilbert 空间 V 的 闭 子 空间 时 ， 对 于 任意 Ye V, fffEx, e M 使 
得 

llx— x |= d(x,M)=inffll x—mll:me M}, 
3fBx—-x € M`. 

证 明 (i) 由 等 式 

l| x, + x, =x IË +2Re(x,,x,y+ ll x, IÉ 
知 : áa Lth Hx +£ x, =lx É N I. 

Gi) 必要 性 显然 . 为 了 证 充分 性 ， 设 x 与 V 的 笛子 集 D 正 交 ， 由 于 
xeV=D, MWEE x, ED (n=1,2,…) 使 得 为 二 x (n>). 于 是 ,由 
Schwartz 不 等 式 知 : 

0<(x,X) = (x, X- xX, 
<llxll:ix— x l0 (n= e). 
Jim (x, xy = 0, Blx=0. 
Gi) Ex, xn e MlKaG, Be K, BJVxe M 有 
(ax + fx,,x) = G(x,x) + J(x,,xy = 0. 
因此 ，ox + fv e ML+， 可 见 M+ 是 Y 的 子 空间 . AWM 是 闭 的 ， 任 取 
“EM, TE # x e Mi(n=12,--) ER x >n (n>). 于 是 
Vxe M # 
(Xo, X) = (lim %,, xX) = lim(x,,x) =0. 
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因而 zx L x. H xe M BERETA x EM t. 这 就 证 明 M + E: V 的 闭 子 空间 . 
(iv) 首先 由 确 界定 义 知 存在 Xx € M (2 =12,…) 使 得 
Ilx, — xll— G = d(x, M X(n — e°). 


+ x, 


x 
由 于 一 
2 
u m, n 一 co 时 ， 
ll x, — x, PH (x, — x) + (x — x, ) |É 


x, + x, 


e M ， 则 l| x 一 l> w (m,ne N). 再 应 用 平行 四 边 形 公式 ， 


=2l x,- xlÊ +21 x- x, É -4l x— 2 F, jg 
<2ll x, — x Ë +21 x, — x É —40° — 0. 
可 见 ，{x,} 是 完备 空间 M (AM 是 完备 空间 V 的 闭 子 空间 ) 中 的 基本 列 ， 于 是 存 
E x € M 使 得 — x (n>). Am 
Ix- x, li=lllim(x— x,) l= lim ll x— x, l= d(x,M). 


下 证 x 一 € Mi. 若 不 然 ， 则 存在 向 量 ye M 使 得 (Xx 一,y) 冯 0. 显然 
y+0. 另 一 方面 ，YVQE 天 有 
0 ll x — x, — Gy IP= (x — x, — Gy,x — x, — Gy) 
=(x—x,X—x)—G(x— xp) 
_G((y,x— x) — Qy, y)). 


特别 mae- VITO 代入 上 式 得 
(y, y) 


ll x— x; — Gy IPHI x — x, | azy <[p(x,M Ë. 
(y,y) 

Xx aye M , Amx- —aylP>[o(x,M)P, FE. 因此 x 一 xoeE M-. 
证 毕 . 
以 下 讨论 正 交 分 解 问题 . 设 M 是 Hilbert 空间 V 的 闭 子 空间 ， 则 由 命题 
L3.5Gv) 8: Vre V HJ JPfe 3 x= x +x,, rhx e M, x,e M1+， 显 然 
Xi 上 xs， 这 种 分 解 是 否 唯一 昵 ? 为 此 , 设 x 又 可 分 解 为 

x=y +y, AP y e M,y,e M`, 
Wx -y eM Bx,—y,e M`. 因此 ,由 命题 1.3.5G)8: 
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O =l x— xl? =ll x, + x, — y, — y, IÉ 
=l (x, — y,) + (x, — y, ) lË 
dx my +H x,— y, N. 
因此 x =y B. x, = y,. 可见， 以 上 分 解 式 还 是 唯一 的 . 
由 上 面 的 讨论 可 知 . 
定理 1.3.6 iZ M 是 Hilbert 空间 V HATE, MV 中 任 一 元 X 可 唯一 地 
分 解 为 
X= X, +X; 
#rhx e M.x,e MT, 这 时 记 V = M OM", WAV 的 正 交 分解 . 
此 定理 称 为 Hilbert 空间 的 正 交 分 解 定理 . 


1.3.3 正规 正 交 系 
我 们 知道 维 欧 氏 空间 KK”" 中 有 一 个 标准 正 交 基 
e, =(1,0,.…,0), e, = (0,L,0.…,0),…,e, = (0,0,.…,0,1) 
使 得 KK" PEHE x = (xX) TERRA 


xz= yxe . 
i=1 
受 这 一 事实 的 启示 ， 我 们 自然 要 问 : 在 一 般 无 穷 维 内 积 空间 中 是 否 有 类 似 的 
展开 式 昵 ? 为 了 讨论 这 一 问题 ， 先 介绍 正规 正 交 系 的 概念 ,并 讨论 其 基本 性 质 . 
定义 137 设 M 是 内 积 空间 Y 中 的 不 含 零 元 的 非 空 子 集 ， 如 果 AM 中 的 任 
何 两 个 不 同 的 向 量 彼此 正 交 , WRM EV 的 正 交 系 , XEM 中 的 每 个 向 量 的 范 
数 都 是 1， 则 称 M 为 V 中 的 正规 正 交 系 . 
由 定义 可 知 M ={e, 1i=1,2,…,nj} 是 KK” 中 的 正规 正 交 系 ， 又 例如 三 角 函 数 
系 
L cos x, sin x, cos 2x, sin 2x,- +, cos nx, sin nx, 
V2’ . 9 9 ° kd 9 bd 
E D [0,22] 中 的 正规 正 交 系 ， 其 中 内 积 定义 为 


1 2z 一 一 - 
(1.8)= 二 上 f W800dx. 
mT 


下 面 我 们 讨论 正 交 系 的 基本 性 质 . 
命题 13.8 设 M 为 内 积 空间 Y 中 的 正 交 系 ， 则 
G) HER x, x EMA 
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n n 
II 3 x, = > II x; I ; 
i=1 


i=1 = 
Gi) M EV 的 线性 无 关 集 , 即 M 中 任意 有 限 多 个 向 量 必 线 性 无 关 . 
证 明 G) 由 等 式 


Ix P= (Yx. x) = YG x) 


i i ja i j=l 


= S (xx) = Sl x, I. 
可 知人 成 立 ， ü 
GD Rx, xo, x, € M ,如 果 存在 Qe 区 使得》 a,x = 0, 则 由 M 的 
正 交 性 可 知 : Ve {1,2,…,n} 有 Ë 
0=(Ylax,xi) =G (X,x) = G| x; l. 
= 


Ta =0(j=12,-.,n). 因此， 为, 加 线性 无 关 . 证 毕 . 
有 了 正规 正 交 系 之 后 ,就 可 以 考虑 空间 中 任意 向 量 关 于 指定 系 的 展开 式 . 为 
此 ， 先 引入 赋 范 空间 中 收敛 级 数 的 概念 . 
定义 1.3.9 Wx,X, 1 X 1 是 赋 范 空间 (V 省 -中 中 的 点 列 ， 称 记号 


X +X, +-- +X, tHe = Yx, 
=l 
是 Y 中 的 级 数 . 如 果 其 部 分 和 点 列 S, =S x. 在 V 中 收敛 于 向 量 x ， 则 称 级 数 
k=1 


Yx, We, 且 称 x 为 这 个 级 数 之 和 ， 记 为 》 x= x. 


n=] n=l 


M 为 内 积 空间 中 的 正规 正 交 系 ， Hese, AM 中 可 数 个 互 不 
相同 的 元 素 ，x = 》 Qe; ， 则 由 内 积 的 连续 性 可 知 ， Yje {1,2,…} 都 有 
i=1 


(x,e) = (ae, y = 3 (e, e) =a; 
i=1 i=l 


因此 , x= Ù (xe ye, . 这 说 明 : 若 可 用 可 数 个 正规 正 交 元 素 的 无 穷 线性 组 合 
j=1 
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表示 ， 则 表示 的 系数 由 X 与 这 可 数 个 正 交 向 量 的 内 积 唯一 确定 . 一 般 地 ， 引 入 以 
下 Fourier 系数 的 概念 . 

定义 1310 若 M 是 内 积 空间 Y 中 的 正规 正 交 系 ，xe M ， 则 称 
(x,ey(ee M) 是 向 量 x 关 于 正规 正 交 系 M 的 Fourier 系数 . 


例如 , 在 二 [0,2z] 中 定义 内 积 为 
1 p27 — 
(f,8)=— | F080dr, 
A 
则 函数 fe 二 [0,2z] 关 于 三 角 函 数 系 
万,cosrsinzcos2rsin 2x, +, COS NX, Sin NX, 
的 Fourier 系数 为 
a= (f) = [ fOr, 
° V2” J2z 


a, = (f ,cosnt> = [feosnd , 
m= 0 


. 1 pr 
b, =(f,sinnt) = 一 [ f (Dsinntdt , 
m 


(n =1,2,…) ， 这 正 是 通常 的 Fourier 系数 . 
下 面 讨论 Fourier 系数 的 性 质 ， 
定理 1.3.11 W: M = {e,e，…:} 是 Hilbert 空间 V 中 的 正规 正 交 系 ， 则 


G) Vxe V, 有 Bessel 不 等 式 成 立 , BH Ixe) PSI x Il ; 
i=1 


(H) #x = qe, D) 2 =(x,e) (ie N); 


i=] 


Gi) 级 数 ywe eak = Fila, MEg 
i=1 i=1 


üv) Vxe V ， 级 数 YC eje, 恒 收 敛 . 


i=1 


证 明 G) 对 任 一 ne N 有 
O<llx—) ae P= xI? -2ReY ox,e) + olor. 
i=1 


i=1 i=l 


Ea = (x,e,y RAER, 得 
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Sia P =Y 1GeyË< hf. 
i=1 i=1 
&n— æ, BN Besse. 不 等 式 . 
Gi) 前 面 已 证 . 
Gü) 由 等 式 
Sia, É = Fine)? (m>n21) 


i=n+1 i=n+1 
及 习题 1.2.6(Vv) 可 知 . 
(iv) 由 Bessel 不 等 式 、(i) 及 (iii) 可 知 . 
由 此 可 见 ， 若 Hilbert 空间 V 有 可 数 的 正规 正 交 系 {e, 1ne N}， 则 对 任意 


xe VA Ý (xie,)e, 收敛， 自然 要 间 ， 这 个 级 数 是 否 -一定 收敛 到 二 本 身 呢 ? 


n=1 
这 个 问题 一 般 不 对 若 对 每 个 YE V ， 由 它 导出 的 级 数 Y 1 (x, e, ye, ( 称 为 x 关于 
n=1 
fe, Ine Nj} 的 Fourier 级 数 ) 都 收敛 于 x ， 即 
x= lim $ 1 (x,e)e, ， 
"Om il 


则 x 必 属 于 由 {e, Ine N} 生 成 的 闭 子 空间 . i xe V 的 任意 性 可 知 {e, Ina NE 
成 的 子 空间 工 在 V PRAE. Ke, ELEV 中 的 稠密 ， 则 由 命题 1.3.5 知 : 
Vx,ye VÄ 
(x,e)=(y,e,) ne N) %@(x—y,e)=0(ne N). 
© (x—y)le (neN)&x-yLlLex=y. 
TA, V 中 任 一 向 量 由 其 Fourier 系 完全 确定 . 又 由 定理 1.3.11 H: Vxe V , 其 


Fourier 级 数 》 (x,e,)e, EKA. t 
n=1 


y= Dx,e,)e, ， 


n=1 
由 定理 1.3.11GD H 
《pe = (x,e,) ne N). 
由 此 可 知 x = y, 从 而 x= 》 (xe,)e, ， 这 就 证 明了 : V 中 任 一 向 量 的 Fourier 


n=1 


380 S Ek A BJ 4 R (24 e, Ine N} 生 成 的 子 空间 区 在 Y cha. X HS 
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| xy oe, H= x IË -F ja} (G, = (x,e,)) 
i= i=l 


x=% (ee xlP= Fla, P= FIle). 
n=1 n=l n=1 
综合 上 述 讨论 可 得 
定理 1.3.12 fe, 1ne N} 为 Hilbert 空间 V 中 的 可 数 正规 正 交 系 ， 则 以 下 
等 价 : 


G) VxE V, XX 可 展 为 Fourier 级 数 ， x= Y (x,e,)e, ; 


n=l 


G) VxeV ， 有 Parseval 等 式 成 立 ， 即 jz 有 = Ñ (xe); 


n=l 
Gii) {e,} 生 成 的 子 空间 在 V PAE. 
满足 以 上 定理 条 件 (),(ii) 及 (iii) 之 一 的 正规 正 交 系 fe, } 称 为 完备 系 ， 易 见 
e, = (Ôn Ân iNi = 1,2,.….) ; 
EPIK) 的 完备 系 , 其 中 


ô; = | i= j}; 

0, i# Jj. 

三 角 函 数 系 是 D [02z] 中 的 完备 系 吗 ? 为 了 回答 这 一 问题 ， 只 要 证 明 三 角 
RARE L [0,27] PAART. 应 用 鲁 津 定 理 ,可 以 证 明 :连续 函数 在 L [0,27] F 
HE, 从 而 对 任意 f e P [0.2z]E g > 0 ,存在 8 e C[0,27Z] 使 得 1 -g l< £. 
又 存在 周期 为 27 的 连续 函数 8 ， 使 得 |8 - <|, < 2 ， 再 对 于 g, FERB 
滑 、 周 期 为 2z 的 连续 函数 g, Elg 一 g, kE. HF gh Fourier 级 数 一 臻 
收敛 于 g，， 因 此 存在 n 使 得 


S, (x) = a, + Y (a, coskx+b, sin kx) , 
k=1 


(EF apa, b, 是 8g, 的 Fourier 8820981 g, 一 5, lee. 因此 ， 
If -Sl SI -8l +s -el + le: -82l +182 -54l 
可 见 , 三 角 函 数 系 


,< 42. 
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1 . 。 ， 
-万 ,os x,Sin Xx, COS 2x, Sin 2x,.:.,COSNnx, Sin nx,- 


生成 的 子 空 间 在 性 [0,2z] AR, WEA LOA 中 的 完备 系 . 于 是 对 每 个 
f e DP [0,2z] 8 
f G) = Ñ (a, cosnx +b, sinnx) (b, =0) 


n=0 
在 已 [0,2z] 中 范 数 收 敛 意义 下 成 立 ， 且 有 
1 pr2z co 
=Í I fo) É dx = ag +) (a; +b); 
注 ， 本 段 讨论 中 , 20 D O2 为 实 的 内 积 空间 ， 其 内 积 为 


1 pz 
ezh FO. 
应 用 Gram 一 Schmidt 正 交 化 方法 可 以 证 明 : 任 一 可 分 无 穷 维 Hilbert 空 间 Y 都 
有 完备 的 正规 正 交 系 {e, }， 定义 映射 
T:V — (K) 
为 
Tx = (Œ, 09, py) ， 
其 中 z =(x,e,) 为 x 的 Fourier 系数 ， 易 见 T 是 线性 映射 即 Yx, ye V K 
0Q,Pe K # 
T(ar+ By) =aTx+ Pry. 
又 对 于 任意 x, ye V ， 由 于 {e,} 完 备 ， 从 而 
x= Se,)e, , y= y (ne,)e, . 
n=1 n=l 
由 内 积 的 连续 性 可 知 
(x,y) =lim”(x,e)-(y,e) = 2 ,(x,e,(y,e,) = (Tx,Ty).. 
i=1 n=1 


特别 
II x | V(x, x = VTx, Tx) =I Tx Il,. 

可 见 , T:V > PK) 是 保持 范 数 、 保 持 内 积 的 线性 同 构 . 在 这 种 情况 下 称 V 与 

P (K) 等 距 内 构 . 
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习题 1.3 
1. 证 明 : EV 是 内 积 空 间 ， 则 对 任何 x, ye Y 有 平行 四 边 形 公式 与 极 化 恒 


等 式 成 立 . 
2. ÚW G, 是 线性 空间 V 的 内 积 ， 证 明 对 任何 正 数 we R,(x, y) = alx, y> tB 
定义 了 V 中 的 内 积 ， 这 表示 内 积 函 数 不 是 唯一 的 . 
3. 设 线性 空间 V 有 可 数 基 , 即 存在 Y 中 可 数 个 元 素 e1,e,,…,e,,… 使 得 V 
中 任 一 向 量 都 是 有 限 个 e; 的 线性 组 合 ， 试 证 Y 中 存在 内 积 使 其 成 为 内 积 空间 . 
4. 设 M 是 内 积 空间 V 的 有 限 维 子 空间 ， 则 
Gü) M 有 正规 正 交 基 e@,e,,…,e,, 其 中 为 MM 的 维 数 . 
G) VxeV， 有 


p(x,M)= 


n 
x=- > (x,e,2e, 
kzi 


Gü) MH =(M*) =M. 
5. EV 是 实 的 内 积 空间 ，x ye VV ， 试 证 : 
xL y ellx+ yl xÉ? + yN? 
6. 设 x,y 为 复 内 积 空间 Y 中 两 个 向 量 ， 证 明 
xly< voeKk, Ilx+ay ll xi. 
提示 : 取 w 为 实数 证 明 Re(x, yy = 0 ， 再 取 w 为 纯 虚 数 证 明了 (x,y)= 0. 
7. 设 M ={elie I) Hilbert 空间 V 中 的 正规 正 交 系 ，xeY ， 证 明 
O 万 ={ 们 Fie IBI(x,e) P óY EIB, 其 中 6 > 0， 
Gi) Elie IB(x,e,y # 0185738. 
提示 : (i) 用 反 证 法 及 Bessel FER, GHG). 
8. 设 M 是 Hilbert 空间 V 中 的 闭 子 空间 , 应 用 正 交 分 解 定 理 证 明 : Vx. e V 
有 
p(x, M) =supf (x, yy l: ye MEN yi1}. 
9. ix } 为 内 积 空间 Y 中 的 点 列 ，XEe V, uEBH: 
x, — x(n — e°) ell x, lIl xl H(x,,x) — (x,x) . 
10. i M 是 Hilbert 空间 Y 中 的 闭 子 空间 ，V = M @ M ` 是 V 中 的 正 交 分 
解 ， 定义 P:V — M 如 下 
P(x +x,)=x,Vx € M,x, EMH. 
证 明 : 
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(i) P ERERI 
G) H PxiSI xl, (Vxe V)， 从 而 了 连续 ; 
Gü) P(V)=M,P(M)=M,Kker(P)=M+; 其 中 
ker(P)={xe V I P(x) =0} 
JE: P HRT; 
(iv) 已 "= 已 , 即 已 与 己 的 复合 是 尸 ， 
(V) Vx,ye V, A 
(Px, Py) = (Px, y) = (x, Py); (x, x) 2 (Px,x) 2 0; 
(v) Vx=x +x,,y=y +y, € M @M` =V # 
(x,y) =(x,,y,) +(X,, Yall x |? =ll x, I? +Il y, I, 
RP x, y € M,x,,y, e M?; 


(vü) Vxe VA xl= Il Px! +x- Px. 


这 里 的 忆 称 为 V 到 M 上 的 正 交 投影 
$1.4 拓扑 空间 简介 


1.4.1 拓扑 空间 | 
前 面 已 经 指出 ， 在 一 个 集 上 引入 距离 的 目的 是 为 了 确切 表达 “任意 逼近 ”， 也 
就 是 定义 了 极限 . 经 过 引入 适当 的 距离 ， 我 们 看 到 : 数学 分 析 与 实 变 函 数论 中 的 
许多 重要 极限 (如 一 致 收敛 ， 依 测度 收敛 都 可 以 用 距离 收敛 统一 起 来 . 但 是 并 
非 每 种 收敛 都 可 以 用 距离 来 描述 . 例如 , 函数 列 {f, (x)} 在 集 呈 上 的 逐 点 收敛 ( 即 
处 处 收 伍 ) 就 无 法 用 距离 来 描述 (当头 为 无 限 不 可 数 集 时 )， 由 此 可 见 ， 距 离 并 
非 是 刻画 收敛 的 万 能 工具 . 为 了 描述 更 多 的 收敛 性 ， 必 须 寻 找 更 广泛 的 方法 . 这 
种 方法 就 是 在 集合 上 引入 适当 的 “拓扑 ”. 
定义 1.4.1 2 X 为 一 非 空 集 ，S E X 的 一 些 子 集 做 成 的 非 空 类 . SHE SW 
Æ: 
(DG 与 Xe; 
d) 44A, € (ae D RJ, 有 [jj4.s S; 
gel 
Gi) 44 ESE DNH, 有 门 4sS， 
gel 
则 称 S AX EhBj— Fak, BARFA, S) 为 一 个 拓扑 空间 ， 称 拓扑 S 中 的 元 
# (X 的 子 集 ) 为 和 的 开 集 ， 开 集 的 余 集 称 为 闭 集 . 
例 1 设 (E,p) 为 距离 空间 ，3 为 EE 的 全 体 开 子 集 之 集 , 则 3 为 上 的 一 个 
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拓扑 ， 称 为 由 距离 p 诱导 的 拓扑 ， 

例 2 设 闵 为 任意 非 空 集 ，3 为 不 的 一 切 子 集 之 集 ， 则 易 见 3 AX EM 
扑 . 在 这 个 拓扑 下 ， 义 的 任 一 子 集 既是 开 集 又 是 闭 集 ， 称 这 个 拓扑 为 离散 拓扑 . 

例 3 WX z@, WIS=(@,X )}AX Lami, WAX 上 的 平凡 拓扑 . 

例 4 W X = (—ss,co), $ 

S=[SIScC X,XAS <w)U!I@Ə), 

则 S X X EHHH. 

在 一 个 集合 上 ， 如 果 定 义 了 拓扑 ， 就 有 了 开 集 与 闭 集 的 概念 ， 进 
而 可 以 定义 邻 域 ,从 而 描述 收敛 的 概念 . 

定义 1.4.2 设 (X,S) 是 一 拓扑 空间 ，xe X, WERU E X 中 含 x 的 一 个 开 
集 ， 则 称 U 为 点 x 的 一 个 邻 域 ，x 的 全 体 邻 域 之 集 记 为 N(x). 

例如 , 若 在 X = 也 2,3} 上 赋 以 离散 拓扑 ， 则 点 1 的 邻 域 有 

{1},{1,28 ,3 4,2,3}. 

定义 143 设 人 长 } 是 拓扑 空间 (X,S) 中 的 一 个 点 列 , x € X .如 果 对 
VU e N(x0),3Ne N, n 2 N W, # x, e U ， 则 称 人 长,} 依 拓扑 S KAF xo, 
WA xr — 5 x (n 一 ~) 或 简 记 为 x 一 加， 此 时 , E xo A lx, Y 5388. 

例 5 设 似 ,} 为 拓扑 空间 (和 ,S) 中 的 点 列 , xE X BE S A X LHR 
扑 ， 则 

x, —— x,(n — e°) @ 3N, 4 n 2 N B}, X, = Xy- 

从 而 ， 此 时 收敛 点 列 的 极限 是 唯一 的 . 如 果 S 为 上 的 平凡 拓扑 , 则 攻 , } 收 敛 到 
X 中 任 一 元 素 癌 〈 因 NOn)={ 公 可见 ,此 时 极限 不 唯一 除非 和 为 单 点 集 . 

例 6 W X 是非 空 集 妃 上 的 某 些 函数 组 成 的 非 空 集 ， 对 每 个 e X K 
y> 0, 定义 

U(f;xo" x, y)=lglge X, max tex) f (x;)!< 4) , 


EP xx 为 五 中 的 任意 于 个 点 . 记 S 是 所 有 形 如 

U(f; XXa Y) 
KRKA RIKERE X 的 子 集 类 ,并 且 添上 Ø 容易 证 明 : 3 是 集 E 上 
的 一 个 拓扑 , 且 


f. f e Xin =12,-.3, f >> f 
当 且 仅 当 
Vxe E, f(x) — f (x)(n — e°). 
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因此 ,这 种 收敛 等 价 于 逐 点 收敛 ， 故 这 种 拓扑 称 为 五 上 的 逐 点 收敛 拓扑 . 

由 例 5 可 见 ， 拓扑 空间 中 收敛 点 列 的 极限 不 一 定 唯一 . 为 了 保证 极限 的 唯一 
性 ， 必 须 对 拓扑 作 一 定 的 限制 ， 为 此 引入 

EX 1.4.4 设 (X,S) 为 一 拓扑 空间 ， 如 果 对 夸 中 任 一 不 同 的 点 x 与 y， 都 
存在 各 自 的 邻 域 Ue N(x) 与 Ve NOy) EJ U IV = @, WKS AX En 
Hausdorff 拓扑 ， 且 称 (下 ,SG) 为 Hausdorff 拓扑 空间 ， 

例如 ,离散 空间 必 为 Hausdorff 空间 ; 任 一 距离 空间 (以 距离 诱导 的 拓扑 ) 都 
是 Hausdorff 空间 . 4 X 至 少 含 两 个 不 同 点 时 ， 其 上 的 平凡 拓扑 不 是 Hausdorff 
拓扑 . 

由 定义 可 证 ; 拓扑 空间 (X,S) 是 Hausdorff 空间 ， 由 其 中 收敛 点 列 的 极限 必 


唯一 . 
定义 1.4.5 设 ( 久 ,31) 与 (X,,3,) 是 两 个 拓扑 空间 ， 定 义 
S.xS,=ÍU xU, IU, e€ S.G =12)J. 
BDM. S xS,E X x X, 上 的 一 个 拓扑 ， 称 为 由 S, 与 S, 的 乘积 拓扑 ， 且 称 
(XX X3, xS)) 为 (X,S) 与 (X,S，) 的 乘积 空间 . 
例如 ， 以 通常 的 距离 拓扑 ，R? 是 及 与 R 的 乘积 空间 , 一 般 地 ， 及 "是 及 ?与 
R'(p+q =n) 的 乘积 空间 . 


1.4.2 ”连续 映射 与 同 胚 

定义 1.4.6 设 ( 关 ,31) 与 (XX,,3,) 是 两 个 拓扑 空间 , KRI f: X — X, E 
me X, 处 连续 ， 是 指 VVe NCS), FEU E NGC), 使 的 AGO) c V . 如 果 
JEX 的 每 一 点 连续 ， 则 称 了 为 连续 映射 . 

容易 证 明 ; 

f : (Xp) > (X,,S,) E S f 7 (3,)c 3,, 

BYV e S,,# f (Ve 3.. 

定义 1.4.7 若 厂 :X 一 处, 为 一 一 对 应 , H 

f (X13) > (X,,3,) 5 f 1: (X,,S,) > (X,,S,) 

都 连续 ， PEES A G3; ) 与 (X,,3, ) 之 间 的 同 古 映射， 且 称 这 两 个 拓扑 空间 同 


B, a (X S .)= =(X,,9, ). 


f 
由 定义 可 证 ; WRX, IDX, 3,); MW 
G) Š, Æ Hausdorff 拓扑 <> 3, Æ Hausdorff 拓扑 . 


48 泛 浮 分 析 引 论 


Gi) VV 是 XX 中 的 开 集 ( 闭 集 ) < f(V)ËE X, 中 的 开 集 〈 闭 集 ). 
Gü) Vx, X € XLA 
n — >n k= fa fn) . 
由 此 可 见 ， 同 胚 的 拓扑 空间 其 性 质 完全 类 似 ， 因 而 可 以 看 作 是 相同 的 . 
的， 本 节 仅 作 一 点 介绍 ， 有 兴趣 的 读者 可 参看 有 关 的 
门 书籍 . 
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当 讨 论 许多 物理 系统 时 ， 系 统 的 状态 可 用 某 个 线性 空间 中 的 向 量 表示 . 为 了 
研究 系统 的 运动 或 变化 情况 ,往往 需要 考虑 两 个 状态 之 间 的 依赖 关系 , 这 种 关系 
常用 状态 空间 (线性 空间 ) 之 间 的 映射 来 描述 . 例如 ,在 通讯 系统 中 ,输入 信号 r(t) 
与 输出 信号 c(t) 都 是 时 间 1 的 函数 ， 而 系统 的 作用 则 是 将 r(1) 变 成 c(7) 的 变换 : 
c=Tr. 又 如 ,在 现代 控制 系统 中 ， 系 统 本 身 用 算 子 7 描述 ， 这 个 算 子 将 输入 信 
号 u(t) 映 成 输出 信号 yG), Bly=Tu. 

在 最 简单 的 情况 下 ， 经 常 认为 描述 系统 的 那个 算 子 了 (映射 ) 是 “线性 的 ”， 即 
当 某 个 输入 信号 是 两 个 信号 p 与 V 的 登 加 时 ， 认 为 输出 信号 也 是 相应 的 营 加 ， 
即 成 立 

L T(@ +9,)=To, +T9,. 

又 当 输入 信号 放大 或 缩小 4 倍 时 ， 认 为 输出 也 放大 或 缩小 同样 的 倍数 ， 即 下 面条 
件 成 立 

2° T(A@) = MTp . 
满足 条 件 1 、2 ”的 映射 称 为 线性 映射 ， 在 泛 函 分 析 当 中 常 称 了 为 线性 算 子 ， 

在 处 理 实际 问题 时 ， 由 于 人 们 对 自然 现象 的 认识 总 是 近似 的 ， 加 之 许多 数据 
只 能 靠 观测 或 实验 得 到 ， 这 就 要 求 一 个 有 效 的 系统 ( 即 一 个 线性 算 子 了 ) 能 将 相差 
不 大 的 两 个 状态 变 成 相差 不 大 的 另 两 个 状态 ， 即 


x= y = Tx = Ty. 
抽象 地 说 ， 当 考虑 从 一 个 赋 范 空间 V ll) 到 另 一 赋 范 空间 (Y2 , 目 ' 几 ) 的 


线性 算 子 了 时， 要求 : 
ll x— y ll, 482 >l Tx 一 人 用 也 很 小 . 
由 于 了 是 线性 的 ， 这 个 等 价 于 
IÍ x ll 很 小 过 Tx ll, 也 很 小 

这 个 只 要 存在 常数 M > 0 使 得 

3° lTxl,< MI xll,Vxe V. 
满足 条 件 3" 的 线性 算 子 称 为 有 界 的 ， 有 界线 性 算 子 是 本 章 讨 论 的 主要 对 象 ， 当 
像 空间 V, EZK 时 ， 称 以 上 的 有 界线 性 算 子 为 有 界线 性 泛 函 . 

除了 以 上 的 实际 问题 外 ， 数 学 本 身 也 提出 许多 线性 算 子 的 问题 . 本 章 的 目的 
就 是 给 出 有 界线 性 算 子 ( 泛 函 ) 的 严格 定义 与 例子 , 并 给 出 几 个 重要 的 基本 定理 (如 
泛 函 延 拓 定 理 、 开 映射 原理 与 闭 图 像 定 理 等 ). 
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82.1 有 界线 性 算 子 


21.1 定义 、 例 子 与 基本 性 质 

本 节 及 以 后 的 讨论 中 ,车 不 引起 混乱 ， 两 个 不 同 空间 中 的 范 数 使 用 同一 记号 
外. 儿 ， 读 者 根据 考虑 的 元 素 不 同 ， 可 以 看 出 使 用 那个 空间 中 的 范 数 . 

定义 2.1.1 设 与 凡是 同一 数 域 必 上 的 赋 范 线性 空间 ， 刀 是 友 的 子 空间 ， 
T:DD 王 VV 是 一 映射 如 果 工 满足 : 

F Vx,ye D, T(x+y)=Tx+Ty, 
则 称 工 是 可 加 的 . 如 果 工 满足 : 

2° vxe DRAe KK, T(Ax) = ATx , 
则 称 工 是 齐 次 的 . 如 果 工 既是 可 加 的 又 是 齐 次 的 ， 则 称 工 是 一 个 线性 算 子 , 其 中 
万 称 为 了 的 定义 域 ， 记 为 DT) ， 即 D(T) = D. WRT 是 线性 算 子 且 存 在 常数 
M > 0 使 得 

3 vxe D(T), lITxllg M ixil, 
则 称 全 为 有 界线 性 算 子 . ab, V, XRK 时 ， 则 称 有 界线 性 算 子 了 为 有 
界线 性 泛 函 . 

下 面 介 绍 几 个 简单 例子 . 

例 1 设 V 是 赋 范 空间 ， 定 义 

I:V—V, Ix=X(Vxe V), 0:V—=V, 6 =0(Vxe V), 

则 I 与 9 都 是 VY 上 ( 即 Y 到 V ) 的 有 界线 性 算 子 , 分 别称 为 恒 等 算 子 与 零 算 子 , 零 
算 子 9 常 记 为 0( 与 数 零用 同一 记号 ). 

例 2 解析 几何 中 的 旋转 变换 : 


, „ [x = xcos0 — ysin@ 
T:(x,y) > (x,y), 


x 
y 
是 实 二 维 空间 及 “上 的 有 界线 性 算 子 ， 因 为 

lIT(x,y) = Vx + y2 a + y? =ll(x,y) l. 


例 3 在 K" 中 令 
e, = (ĝa, Ôt Ôn) (i=1,2,.…,7), 


W Vx = (E,é é) E KK" ,x 可 唯一 地 表示 成 


, 


= xsin ð + ycos @ 
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x= Dée 
k=1 
eRT, II x I= Sig | .对 数 域 了 上 的 任 一 nxn 和 矩阵 A = [aj]， 定 义 
k=1 


Tx =(Ax" f = (MMs T.) 
Eta 表示 行 向 量 x 的 转 置 ， 它 是 n 维 列 向 量 ， 而 且 


n, = > aé, (i=1,2,.…,n). 
j=l 
FE, Vx =(,ć,, 6 )E K’, # 


Il Tx |= Sin, É = 
k=1 k=l 
< lay Ë 16 n =Qllxll, 
k=1 j=1 j=l 


其 中 必 = So, É. 可 见 ， 工 是 KK" 上 的 有 界线 性 算 子 ， 因此， 区 上 的 任 
k=l j=l 


一 7X7 和 矩阵 4 定义 一 个 有 界线 性 算 子 了 . 
反之 ， ET AK "上 的 线性 算 子 ， 令 


n 
Te, = (a,j, ayj) =} ae, (j =1,2,.…,n), 
i=! 


2 


n 


Saé, 


j=1 


MEZ nxn EB A =[a;] H% xe K", 记 


则 


n n 


Tx = > ç Te; = Xe S ae, = [Easy 


j=l ja i=l i=1 \ j=l 


n n n 
=| 2222232 
j=l j=l j=l 


=(4xTJ7 . 
这 表明 : 线性 算 子 由 半 X 天 矩阵 4 确定 . 由 前 边 的 讨论 可 知 :T 是 有 界线 性 算 子 . 
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例 4 EXT :Cla,b] 一 Cl[a,b] 如下; 
(Do) = [ xdr, 
则 工 是 有 界线 性 算 子 ， 称 为 积分 算 子 . 

例 5 w C'[a,b] = [ f I f'e C[a,b]) F WR o ， 我 们 定义 算 子 

D: C'[a,b] — C[a,b] 3 F: 

Vte[a,b], (DOH = xt) , 
m D RRR FERAITEAAM, 因为 , 若 忆 有 界 ， 则 存在 常数 M > 0 使 
# 

IIDxI| < M ll xl, vxe C a,b]. 

但 对 op, (t) =sinn(—a), W.() =cosn(t—a), A 

p, € C'[a,b] (=12…)， 
且 对 任 一 ae N 有 

ndiny, i =i Do, i <M ilg, I SM. 
这 是 不 可 能 的 ,这 里 的 算 子 DD 称 为 微分 算 子 . 
例 6 定义 了 :Cl[a,b] — R 如 下 : 
f(x)= | aya: , 

m f Æ Cla, b] EHR REZ A. 

BJ 7 对 于 内 积 空间 V 中 的 任 一 向 量 y ， 我 们 定义 泛 函 f:V — K 如 下 : 
f(x) =< x,y >， 则 由 Schwartz 不 等 式 知 f 是 有 界线 性 泛 函 . 

下 面 讨 论 有 界线 性 算 子 的 基本 性 质 . 首先 , 线性 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 有 何 
关系 昵 ?为 了 回答 这 一 问题 ， 设 V V, 是 赋 范 线性 空间 ，D 是 Vi 的 子 空间 ， 且 
线性 算 子 T:D 一 岂 是 有 界 的 ， 于 是 存在 常数 M > 0， 使 得 

lI7Txll< M ll xli(Vxe D). 

Bx, xe D(ne N) B x, > x(n 一 %%)， 则 由 的 线性 性 质 可 知 

li Tx, — Tx l= |T (x, — x)| 

<MIlx, -xli 
一 0(7 — e°). 
EE Tx, — Tx (n 一 %) ， 从 而 T 是 连续 的 .这 说 明 : 

线性 算 子 的 有 界 性 之 连续 性 . 

反之 如 何 ? 为 此 ， 我 们 设 线性 算 子 T:D 一 V, 连续. 如果 T 不 是 有 界 的 ， 则 
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Vne N, FEx, ED, f#f#lIITx, ll> nll x, l. 令 
x 


n 


一 —— s 
nl x, ll 


Yn 


则 x, eD, 从 而 7 € D Aly, Il=1/7(n=1,2,--). 可见 Yy, > 0 (n > œ) iB E: 
Iy, l= —— 1 Tx, 210 =12,-.3, 
nli x, ll 


显然 ，70 = 0 .于 是 17y, -T0121 (n=1,2,). 由 此 可 见 lim7y, 关 70， 这 
与 了 连续 矛盾 . 这 表明 : 线性 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 等 价 . 这 就 证 明了 以 下 结论 : 

定理 212 BV, VERWE, DAV 的 子 空间 ， 则 线性 算 子 
T: D 一 凤 有 界 当 且 仅 当 了 连续 ， 

在 数学 分 析 中 称 函 数 f :D 一 R 是 有 界 的 ， 是 指 存在 常数 履 > 0 ， 使 得 
Vxe D, # l fO)l< M , Bl f(D) E R 中 的 有 界 集 ， 有 界 函 数 的 概念 自然 可 以 
推广 到 一 般 映射 ( 算 子 ). 如 对 映射 7: D 一 V(DcV 为 任 一 非 空子 集 ), 车 存在 
常数 M > 0 使 得 

Tx lg M(xe D), 
则 称 了 是 有 界 映 射 ， 那么 为 什么 不 用 这 种 方式 定义 线性 算 子 的 有 界 性 呢 ? 事实 
上 ， 若 线性 算 子 7 了 : D 一 > V, 满足 条 件 : 
3M > 0 使 得 Vre D,IITx l< M ， 

W Tx =0O(Vxe D), WT AFART. TU, EA xe DEAT = 0, W 
V4e 及 -有 (了 及 “表示 正 实数 之 集 ) 

AIi Tx IHI TAx IS M . 
但 当 4 一 时 ， 上 式 左边 趋 于 ce ， 这 显然 不 可 能 .由 此 可 见 ， 如 此 定义 的 有 界 
性 仅 对 恒 为 零 的 算 子 适合 ， 显 然 是 没有 意义 的 . 这 样 自 然 要 问 : 有 界 算 子 与 有 界 
映射 有 何 关系 呢 ? 下面 的 定理 回答 了 这 一 问题 . 

定理 2.1.3 W V,,V, 是 赋 范 线性 空间 , B D c V, 为 线性 子 空间 , T : D — V, 
是 线性 算 子 ， 则 了 是 有 界线 性 算 子 当 且 仅 当 工 将 DD 中 的 任 一 有 界 集 映 成 V, 中 的 
有 界 集 ， 即 对 任 一 忆 的 有 界 子 集 $ 都 有 7T(S) c V, 是 有 界 集 . 

ER (一 ) 设 了 : 忆 一 凤 有 界 ， 则 存在 M >0 使 得 对 任意 xe DD 有 
I7x |< M Ixil. 设 5 为 DD 的 有 界 子 集 ， 则 存在 >0 使 得 Vxe S， 有 
1 xjl< 天 ， 从 而 对 任意 xe S 有 

I Tx lI< M Ixilg MK . 
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WTO AV, 中 的 有 界 集 . 
(S) ÈS = {xe DII xl=1} X D PRAA, 则 由 假设 知 T(5S) 为 V 中 
的 有 界 集 ， 即 3M >0， 使 得 Vxe SA 


ITIM . 
Yye DN[0), *x= 则 xze S. 从 而 
y 
1 1 
ITxlElr| — y ||=-— yi u. 
yl J Hyl 


从 而 Ty 发 M ll yll(Vye 0) .因此 ,了 是 有 界线 性 算 子 ， 证 毕 . 


2.1.2 有 界线 性 算 子 的 范 数 

前 面 已 经 指出 :线性 算 子 T:D 一 VV, 是 有 界 的 是 指 存在 常数 履 > 0 ， 使 得 
IITx l< M llxll(Yxe D). 这 样 的 M 如 果 存 在 ， 则 有 无 穷 多 个 . 我 们 感 兴趣 的 
自然 是 这 样 的 M 中 最 小 的 一 个 ， 因 为 再 比 它 小 的 任 一 数 就 不 满足 要 求 了 .由 此 ， 
我 们 引入 有 界线 性 算 子 范 数 的 概念 . 

定义 2.1.4 设 T :D 一 VV, 是 有 界线 性 算 子 ， 称 


op :xe pio 


ll xl 
为 了 的 范 数 ， 记 为 17 I, B 
IIT I= sp :Xe pioi} . 
ll xl 

显然 , 算 子 范 数 外 .外 有 以 性 质 ; 

ITIK œ,Yxe D, Tx ISIT l: xll; 

2° IITI=0< T EP, 

3° HT i= sup{i Tx Il: xe DE Tx 

=supfl Tx I: xe DEI xl=1}. 

由 于 数 域 K 中 的 范 数 就 是 通常 的 绝对 值 或 复数 的 模 ， 从 而 线性 泛 函 

f : D 一 K (DD 为 赋 范 空间 V 的 子 空间 ) 是 有 界 的 ,实际 上 说 : FEM > 0 使 得 
I fO) l< M il xll,Vxe D. 


而 相应 的 范 数 为 
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II f I= wp Ol, xe pvo 
Ix]! 


=sup{l f(x): xe D, xli=1) 

=sup{l fl: xe D, xI<1}. 
本 节 例 1 中 的 算 子 7 ( 恒 等 算 子 ) 与 0( 零 算 子 ) 的 范 数 分 别 为 上 7 性 工 与 
10IE0. 例 2 中 的 算 子 7 的 范 数 为 上 了 呈 工 . 例 3 中 由 zxz 和 矩阵 4= [a] EX 


的 算 子 Tx = (Ax Y KEAT IRE 


max a Èa, Ê <T IS $ia 2. 
i=l j= 


事实 上 ， 右 边 不 等 式 显然 成 立 ， 为 证 左边 不 等 式 ， 对 任 一 固定 的 自然 数 
ie {1,2,…,n}, $, =a; (S j<n), PAT Goh 6,)e K" 满 足 


IIT II [Sra, Ê 2Il Tx IE > Ya, 
j=l 


k=1 | j=1 
n 
>|2 op 多 
a 


=$ la; 2. 
j=l 
ATIT I [$ la, P (i =1,2, n). 
j=1 


对 于 例 4 中 的 积分 算 子 7 ， 显 然 
IIT i< (b-a). 


X x (t) =1%⁄8#:llx l =1, E 
Il Txo I. =max(t-a)=b-a. 
sf T |= b- a. 同 理 可 得 ; 例 6 中 的 线性 泛 函 了 的 范 数 | f = b- a. 对 例 7 
中 的 泛 函 f(x) =< x,y >, H Schwartz 不 等 式 知 
| f (x) HH (x,y) Ill x lll yl. 
AmI fI yil. 于 是 当 y=0 时 有 了 f=0. 从 而 
II f ll= 0 —l yll. 


4 y z 0 hf, t= 则 xeV Ellxl=1. 从 而 
yll 
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= =- 工人- 
Mao p) yi?) Il yll 


il y 
jk, FIH yi. 
下 面 再 介绍 的 两 个 例子 . 
例 8 在 插值 理论 中 ， 常 用 拉 格 朗 日 (Lagrange) 公 式 来 求 已 知 连续 函数 的 近似 
多 项 式 . W xe Cla,b], 在 [a,b] 内 任 取 几 个 点 a= <th <t =b, 作 多 项 
式 


li.(D) = 
令 


(t-t Ht-t) Gta t-tin) (tt,) 


— Ta A TaN Tha 2 
(t, —t,)(#, =t) (t, — t, (t Sta) "(te —_t,) 


y= LIO EGLA. 
W L. 是 C[a,b] 到 自身 的 有 界线 性 算 子 日 
II L, IF max | LOI. 
证 明 显然 ，L, 是 线性 的 又 对 任 一 xe Cla blt 
Dx, LA) 


I L,x ll. = max < max Dlx) IOI 
< max I x()!-max lO 
TEILA Sali, has max 》 ILO. AE, L, ERRENTE 
a<t<i kal 
IL, I @. 另 一 方面 ,由 于 六 11,(1) 1 是 [a,b] 上 的 连续 函数 ,从 而 存在 1。€ [a,b] 
k=] 


使 得 Q = 》 1 (to)1， 作 连续 折线 xu e Cla,b1 4881 x, l.=1 B 
天 =1 


xo (t) =sgn h, (to) (k =12,---;n) . 
则 


= G. 


IIL, II L x, 12 (L.x,)(t) E 


Y", (10) sgn li (to) 
kal 


故 | L, IF z. 
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例 9 设 K(s, 站 是 在 D=[a,b]x[a,b] 上 连续 的 实 值 函 数 ， 在 实 连 续 函 数 空 
间 C[a,b] 中 定义 积分 算 子 : 


(TxD = [ K(s,tx(s)ds , 
则 了 是 Cfa,D] 到 自身 的 有 界线 性 算 子 且 
IIT |= œ= max Ng,D1as . 
a<t<b Ja 


证 明 由 含 参量 积分 的 性 质 可 知 : 34 xe C[a,b] 时 , RITE Txe C[a,b] . © 
然 ， 了 是 线性 的 . 对 任意 xe Cla,b], MI 


I Tx i= may | ° K(s,)x(s)ds 
因此 ,了 是 有 界线 性 算 子 有 IIT IK o . 
由 于 9(1) = fi K(s,t)lds È [a,b] 上 的 连续 函数 ， 从 而 存在 加 e [a,b] t 


<allxill. 


a= KGas. HER zo (t) = sgn K(t,t,). 易 见 ，z, 在 [a,5] 上 可 测 且 
|z (s)I<1(Vse [a,b]). 由 鲁 金 定理 知 ,对 每 个 ne N ,存在 x, e C[a,b] 4848 
G) {x, (t) I< sup | z(t) <1, Vte [a,b]; 
a<t<b 


Gi) FE E, Cla, b ER mE, <L, 其 中 M = sup Í K(s,t)!+1; 
2Mn (sD)eD 


Gi) te [a,b] \E, 时 x, (1) = zA. 
于 是 
[eset < + ñ K(s,to) l-l zo(s)—x,(s)lds 


<I Tx, ll +2M -mE, 


IT. +t 
n 
dTH+l. 
H 
b 
又 因为 w= | KGto)ld = KGs,io)zo(s)ds ， 从 而 


a TH+ n=12,...). 
H 
令 n vaT. KIT 
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2.1.3 算 子 空间 与 Banach 代数 

前 面 我 们 介绍 了 有 界线 性 算 子 的 概念 ， 并 研究 了 单个 算 子 的 基本 性 质 ， 如 : 
有 界 性 、 连 续 性 、 有 界 与 连续 的 关系 、 范 数 等 .在 许多 实际 问题 与 理论 研究 中 ， 
常常 需要 研究 某 些 算 子 的 共同 属性 与 相互 关系 . 这 就 使 得 我 们 不 仅 要 研究 算 子 的 
单个 性 质 ， 而 且 要 考虑 若干 算 子 的 整体 性 质 . 研究 单个 算 子 的 方法 常 称 为 算 子 论 
方法 ， 研 究 某 些 算 子 的 整体 性 的 方法 常 称 为 算 子 代数 的 方法 . 

W X 与 了 是 两 个 赋 范 线性 空间 ， 记 呈 (X ,了 ) Et X 到 了 中 的 全 体 有 界线 性 
算 子 之 集 . 类 似 于 函数 的 运算 ， 在 2(X,7) 中 定义 

(A+ B)x = Ax + Bx, (QA)x = Ax, Vxe X., 
HF A, Be B(X,Y) Ge K , Bl X S5YFZERRKASOR. PD, B(X,Y) X 
于 以 上 运算 为 K 上 的 线性 空间 ， 且 以 零 算 子 了 :XH?> 0 为 零 元 . XH B(X ,Y) rh 
任 一 元 素 , 即 有 界线 性 算 子 ， 定 义 其 范 数 为 算 子 范 数 . 则 
HA+BIEsupll(A+B)xl sup II Ax + Bx Il 


IIxll=1 llxll=1 


xe X xe X 
< sup li Ax Il + sup Il Bxl 
llxll=1 llxll=1 
xe X xe X 
=l A+ BI. 


XVac K, 有 
ll æA l= sup ll Ax lH GI All. 


lixll=1 
xe X 


因此 ， 算 子 范 数 确 为 线性 空间 B(X,Y) 中 的 范 数 ， 故 它 为 赋 范 线性 空间 ， 称 
B(X,Y) 是 算 子 空间 . 当 与 了 相同 时 ， 记 B(X,X) 为 B(X).， Y = K Bf, 
称 算 子 空间 B(X ,K) ARAZA X 的 共 轿 空间 或 对 偶 空间 ， 记 为 X". 关于 算 子 
空间 与 共 思 空 间 的 性 质 有 . 
定理 2.1.5 当 了 是 Banach 空间 时 ， 算 子 空间 B(X, 了 ) 也 是 Banach 空间 ， 特 
ajh, HAE X 恒 为 Banach 空间 . 
证 明 设 位 } 为 如 (和 ,7) 中 的 任 一 基本 列 ,， 则 由 定义 可 知 : VE > 0, 3N, 当 
m>n> Nif, # 
IT, -T, Ike. 
FE, WEB xeX, 4m>n> Nh, A 
IT x-T,xlHI (T, —T.)x!l 
SIT, -T, 1-1 
<ll xl z. 
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KE, IT. x) 是 Banach 空间 了 中 的 基本 列 ， 从 而 存在 ye 了 ， 使 得 
limT,x = y. 
显然 ， 这 个 y hx. TE, EXRI T : X — Y 3 F: 
Tx = y = limT,x, Vxe X. 
显然 ， 了 是 线性 的 ， 在 不 等 式 
IT x- T, x ISH xl £ 
H, Hexe 和 ， 令 挛 一 so 可 得 ， 当 站 > N 时， 
I(T, -Tx ellxll. 
由 于 € > 0 与 Xx 无关 ， 故 
IT. -TIK ea > N). 
任 取 n > NN ， 则 由 上 面 可 知 T 一 Te B(X,Y). 由 于 B(X,Y) 是 线性 空间 ， 从 而 
T=(T-T,)+T,€ B(X,Y). 
由 不 等 式 
IIT, -TIK el(n > N) 
及 E > 0 的 任意 性 ， SHT, 一 T(n — co) . 因此 B(X, 了 ) 是 完备 的 赋 范 线性 空间 ， 
即 为 Banach 空间 . 最 后 ， 由 于 数 域 KK 是 完备 的 ， 从 而 由 上 面 的 结论 知 共 轿 空间 
X" = B(X, 玫 ) 完 备 ， 证 毕 . 
类 似 于 函数 的 复合 运算 ， 定 义 两 个 算 子 的 乘法 ( 即 复合 ): 对 Ae B(X,Z), 
Be B(Z,Y) ,定义 
(B.A)x= B(Ax), Vxe X. 


ER, B:ABEX 到 了 的 线性 算 子 且 
il B- All= sup l! B(Ax)il<ll B ll sup l! Ax IHI B IMI All. 
lixll=1 lixll=1 
xe X xe X 
从 而 B.A 是 站 到 Y 的 有 界线 性 算 子 , 即 B.Ae B(X,Y)， 并 称 B.A 是 B 与 4 
HRE, MiA BA. 特别 地 ， 同 一 空间 上 的 任何 两 个 算 子 可 以 相 乘 . 例如 ， 对 
任意 Ae B(X), An KE 


4 一 A.A.…. A 
有 意义 且 1 A” ISIA (n=1,2,…) .由 此 可 见 ， 在 空间 召 (X ) 中 不 仅 有 线性 运 
算 (加 法 与 数 乘 ) 而 且 还 有 乘法 运算 ， 又 如 连续 函数 空间 Cla, b] 与 有 界 数 列 空 间 
/( 玫 )( 见 习题 1.2.2 题 ) 中 也 有 自然 的 乘法 运算 且 满足 
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I fell <l f lile l EI xy <l xii yl, 

其 中 f,g e Cla,b],x,ye I° (K). 由 此 我 们 抽象 出 以 下 概念 . 

定义 2.1.6 设 A 是 K 上 的 线性 空间 ， 对 于 4 中 任意 两 个 元 素 Xx*，y 定义 J 了 
它们 的 乘积 zx. ye A ， 满 足 : 

G) 结合 律 : Vx, y,zeE A，(x:y):z=x:(y:2); 

Gi) 分 配 律 ，Vx, yzeA4， 有 

x- (y+z)=x:y+x: z, (x+y):Z=xX:Z+y:Z; 
Gi) Vae K, Vx,ye A, 有 
(ax): y = a(x: y) = x: (ay); 

则 称 和 A 是 K 上 的 代数 ,如 果 (4 川 :中 又 是 赋 范 空间 且 对 任意 x,ye AA 

Gv) Ilx. ylli xil yll, 
则 称 A 是 一 个 赋 范 代数 ， 若 4 为 完备 的 赋 范 代数 ， 则 称 A 为 Banach 代数 . 

因此 B(X) 是 赋 范 代数 ， 称 为 下 上 的 算 子 代数 . 34 X 完备 时 ，B(X ) 成 为 
Banach 代数 .一般 地 B(X) 是 非 交 换 的 ， 即 可 能 存在 4,Be B(X)， 使 得 
AB + BA . E C[a,b] , 1”(K) 都 是 交换 Banach 代数 , 即 Vx, ye C[a,b] 31” (K), 
我 们 都 有 x.'y= y: x. 

Banach 代数 与 Banach 空间 一 样 ， 是 泛 函 分 析 研 究 的 重要 对 象 之 一 ， 它 是 所 
谓 “ 算 子 代数 ”理论 的 基础 ， 这 里 我 们 不 可 能 过 多 地 介绍 . 但 为 以 后 的 需要 ， 我 们 
证 明 下 面 定理 . 

定理 2.1.7 设 a 是 赋 范 代数 A 中 的 元 素 ， 则 


lim Yll a” ll =inf 4 ia”. 
W Er, =inf4 lla” |， 显然 


lim lla” H 2 r. 


从 而 ， 只 要 证 明 
lima lla" ll < r, 
即 可 .由 下 确 界定 义 知 :Ve > 0, Ime N 使 得 
gl a” 1 <r +€. 
对 任 一 ne N, 3k, e {0,1,2}, L, e [0,m) 使 得 n= mk, +. HA sÑ 
Ila“ Sila lË (ke N) 
知 
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ala” l -We™ . als k N-ai a! 1I 
mk, 
<(lla” I”) n lal” 
ma 和 
<(r, +£)” lall” 
I 
=(n +£) ” llall”. 


当 a = 二 0 时， 结论 显然 成 立 ， 当 a 头 0 时 ， 由 0 < 1 <m 知 
limglla lsn, +E. 
令 2 一 0 得 lim4 lal <r. 故 得 
r, = inf Á la" 1=limglla l. 


注 : 上 面 定理 227.1 XI r, 称 为 元 素 a 的 谱 半径 . 


习题 2.1 
1. 设 了 :X 一 了 是 有 界线 性 算 子 . 证 明了 7 的 零 空 间 ker(T) E X 的 闭 子 空 


间 ， 其 中 
ker(T)= [xe X ITx=01. 


2. 设 了 是 从 赋 范 空间 X 到 了 的 线性 映射 , 证明: TER S TEX 的 某 一 
点 Xo 处 连续 . 

3. W f 是 赋 范 空间 对 上 的 线性 泛 函 ， 则 了 ER HRH kerf) Æ X PK 
闭 子 空间 . 

4. Ë D: C'[a,b] 一 C[a,b] 是 微分 算 子 ，(Dx)(1) =x 0), EH: DKF 
空间 ker(D) 是 C'[a,b] 的 闭 子 空间 ， 但 DD 不 连续 ， 这 说 明了 题 中 的 结论 对 一 般 
线性 算 子 不 成 立 . 

5. 设 T 是 实 连续 函数 空间 Cla,b] 上 的 正 线 性 算 子 ， 即 了 是 线性 的 且 对 任 
意 和 >0 都 有 T >0， 其 中 >0 是 指 f(1)>0 (a<t<b). WA 

G) Vf,g e Cl[a,b], f < g =T/f <Tzg ; 

Gi) Vf e C[a,b], te [a,b], 81 TPOS f l| (TDA. 

其 中 1 是 [a,5] 上 便 为 1 的 函数 ， 
Gi) 也是 有 界线 性 算 子 . 
6. 设 A,Be B(X), EX ó, fıs: B(X) — B(X)» 
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ô, T =TA-AT, ô, sT =ATB, VTe B(X). 

证 明 

O 6。，644 都 是 有 界线 性 算 子 且 

ló, l< 2J All, i O48 I< All: H BI; 

G) VS,Te B(X), ó,(ST)=S(ó,T)+(ó,S)T ; 

Gii) H ó, — ô, I< 28 A— BII; 

Gv) ó, tó, =ó > Ôn = Aó, (Ae K); 

V) 对 任意 Ae B(X), EX zA = ó, WEH z Eh BX) FBX) 的 有 界 
线性 算 子 . 

7, 设 是 从 有 限 维 赋 范 空间 V 到 任 一 赋 范 空间 7 的 线性 算 子 .应 用 定理 
1.2.2 证 明 ，7 必然 连续 . 

8. ELP (K) 中 定义 算 子 列 全 ,如 下 : 

T (XX Xp) = p Xna Xn) nE N). 

证 明 : 

O vne N, TPK SPK) 是 有 界线 性 算 子 是 IT, JE 1 

Gi) Vxe P'IK), limT .x=0; 

Gii) lim IIT, —01lz 0. 

9. i X X Banach ZÍ], (a, } 为 一 数列 ， 对 任 一 算 子 了 e BX), B(X) 
PHRA 


Sa, T” =al +aT + ta T" ++. 
n=0 


记 = limia, i] MENEE. E: 


ü) SITIK or, Yla T” 以 B(X) 中 的 范 数 收敛 于 某 个 Se BX): 


n=0 


Gi) Án =lim4/I7" <10, 3038 T" 收敛 . 记 5 = T", Ml 
ne n=0 n=0 
(I—-T)S=S(I-T)= I. 
提示 ;应 用 习题 1.2.6 及 正 项 级 数 收敛 的 根 式 判别 法 . 
10. 设 和 A 是 赋 范 代 数 ，a,be A 可 换 ， 即 ab = ba ， 试 证 : 


(1) r, Sr S; 
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(2) 对 任 一 xe A, r. <llxll. 
11. 设 4 是 赋 范 代数 ，Vx ,y,,x,ye A(n =1,2…)， 证 明 : 
Xx, > X, Y, — y(n — 0) = x,y, — (N > e°). 
这 说 明 : A 中 的 乘法 自动 连续 . 


822 Hahn-Banach 延 拓 定理 


82.1 中 引入 了 赋 范 空间 XX 的 共 轿 空间 X"， 它 是 全 上 所 有 有 界线 性 泛 函 的 
全 体 ， 恒 为 Banach 空间 那么 自然 要 问 X 中 是 否 只 有 零 泛 函 呢 ? 即 当空 间 
针头 {0} 时 ， 针 上 是 否 存在 非 零 有 界线 性 泛 函 .这 是 本 节 讨论 的 主要 问题 ， 


2.2.1 线性 泛 函 的 延 拓 
AX EFEM GX 中 有 非 零 元 ) HRT, HEX 上 是 否 存在 “足够 
多 ”的 有 界线 性 泛 函 . Wx € 六 ,Xxo # 0, BX, = {Axo14e K] EH x; 张 成 的 
一 维 子 空间 . 定义 fo: X, 一 K W F: 
f(Ax)=4(4e K), 
易 见 f ERTH X, ERREZE H. 
|p) Ax (Ae K). 


zll 


可 见 有 是 有 界线 性 泛 函 且 || f, I: BANO, IB f OE XE X 的 子 


ll x 

空间 XX。 上， 是 否 能 将 矿 延 拓 到 整个 X 上 且 保 持 范 数 不 变 呢 ? 如 果 可 以 ， 则 得 
到 和 上 的 非 零 有 界线 性 泛 函 .因此 问题 转化 为 : 

若 f EREZA X 的 子 空间 Z 上 的 非 零 有 界线 性 泛 函 , 问 是 否 存在 X 上 的 
有 界线 性 泛 函 六， 使 得 了 是 了 的 保 范 延 拓 ， 即 

Ë Vxe Z, f(x)= f(x); 

2° FH f l., ÚH fl. E f :Z — K 的 范 数 ; 
若 这 样 的 了 确 存在 ， 则 Vxe Z 有 

IEI FH xl, ! fO) FO ll xl. 

这 说 明 泛 函 f 与 六 均 被 泛 函 p(x) =l f Ill x l EB]. TA p 满足 条 件 : 

3° pæ) =G pO), e€ K,xe X ; 
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4° p(x+y)<S p(x)+ p(y), Vx, ye X. 
满足 条 件 3" 与 4 的 泛 函 p: X 一 及 称 次 线性 泛 函 ， 这 样 问题 又 可 化 为 下 面 一 般 
问题 : 

若是 线性 空间 X 的 子 空间 Z 上 定义 的 线性 泛 函 , p ÈX 上 的 次 线性 泛 函 
WE: Yre Z 有 | f(x) I< p(x) ， 问 是 否 存 在 XX 上 的 线性 泛 函 了 ,使 得 当 xe Z 
时 有 | f G) l< p(x). 

为 了 简单 ， 先 看 数 域 K = R 的 情况 .这 时 ， 

IFK pE Z) © f(x) pa), 


而 且 
_ f G) < pO)(Vxe Z) f(x) S pVxE Z). 


同 理 
IFO po)(Vxe X) © f(x) S pOD(Vxe X). 
下 面 的 定理 肯定 回答 了 以 上 的 问题 . 
定理 2.2.1 设 X 是 实 的 线性 空间 ， 了 是 X 的 子 空间 Z 上 定义 的 实 线性 泛 
R. WREE X 上 的 次 线性 泛 函 p 使 得 任意 xe Z # f (x) < p(x)，, 则 存在 上 
的 实 线性 泛 函 使 得 
© 当 xe Z 时 ，f(x) = fO), HU f E f KE; 
G) xe XW, fG)< p(x)， 即 了 仍 被 p 控制 . 
证 明 Z= X , 则 取 了 = 下 即 可 .车 ZX , 则 存在 zeX 但 zEZ. 记 
了 是 由 2 与 己 生 成 的 子 空间 ; 
Y={x+tm lxe 2,te R}. 
易 见 了 中 任 一 元 》 有 唯一 的 表示 : y=x+Ix o x€ Z, te R. 先 将 了 延 拓 到 Y 
土 得 YF 上 的 线性 泛 函 g ， 使 它 仍 被 p 控制 ， 如 果 这 样 8 已 找到 ， 则 
Vy=Xxt+txo EY 了 ,有 
g(y)= g(x) +tg(x,)= f(x)+tg (xa). (2.2.1) 
可 见 ， 为 了 确定 8 在 y 的 值 ， 只 要 确定 8(xo)， 使 得 Vye 了 都 有 8(y) < p(y)， 
即 VxeZ 及 ie 及 ,有 
J (x)+tg(x,) S p(x+ m0). (2.2.2) 
当 t > 0 时 ， 不 等 式 (2.2.2) 相 当 于 
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g) < 了 [PCz+tm)-JCO 


= 2*a|]-/[2) vez, 
t t 


g(x) S p+ x )—- fO), VX EZ. 
当 t <0 〇 时 ，(2.2.2) 相 当 于 


ga) {p(x+ 90)— f(a)] 


=-p -2 -Ž 
= a 7 s] | z) wrez, 


g(x) 2—p(X”— x )+ f(x), vx eZ. 


所 以 


BB 


可 见 , 不 等 式 (2.2.2) 等 价 于 Vx x eZ 有 
=P- Xm)+ fx) S gx) S p(x +n) f(x). (2.2.3) 
因此 ,存在 满足 条 件 (2.2.3) 的 实数 g (x, ) 等 价 于 : l 
— p(x =æ) +f p +) f(x). 
Yx, x eZ 
fO”)+ fO) < px — x.) + p(X + x), (2.2.4) 
HT VX,” eZ 有 
fO”) + fG)= fO” +x)< pA + X) S pO — x.) + pO + x), 

从 而 不 等 式 (2.2.4) 成 立 . 这 样 ,对 给 定 的 y=X+XWte 了 ,只 要 取 满 足 不 等 式 (2.2.3) 
的 任 一 实数 g(x。)， 定 义 | 

g(y)= f+ tg). 
则 g 是 了 上 的 实 线性 泛 函 且 当 ye Z 时 即 y= y+0.x0o 时 ,有 g(y)= f(y). 由 以 
上 讨论 可 知 

g(y)<S p(y)(Vye Y). 

如 果 了 = 多， 则 定理 得 证 . AWAR e X fB x € Y , 记 卫 是 由 x 与 了 生 

成 的 子 空间 .由 前 面 的 证 明 可 知 存 在 了 上 的 实 线 性 泛 函 g 使 得 当 xe 了 时 有 
8g1(X)= g(xX) 且 当 ye 了 了 时 有 gi(y) pO). WRY, =X, MERE. 否则 ， 
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如 此 继续 下 去 ， 最 后 总 能 将 f ERX 上 的 实 线性 泛 函 f 使 定理 中 的 条 件 G) 与 
(站) 满足 . 
| 注 ， FL, ESE 48089, AA X 中 除了 Z 之 外 可 以 
有 不 可 数 个 元 ， 延 拓 可 能 要 做 “不 可 数 次 ?， 因 此 ,不 能 使 用 通常 的 数学 归纳 法 完 
成 ， 为 了 把 这 种 无 限 次 延 拓 的 可 能 性 确切 表达 出 来 ， 需 要 使 用 半 序 集 理论 中 的 
Zorn 引 理 . 为 了 不 增加 过 多 的 预备 知识 ， 我 们 将 在 附录 中 介绍 半 序 集 及 Zom 引 
理 ， 并 完成 以 上 定理 的 严格 论证 . 

当 数 域 为 复数 域 C 时 ， 有 下 面 的 定理 . 

定理 2.2.2 设 X 是 复线 性 空间 ， 上 是 定义 在 和 的 子 空间 Z 上 的 复线 性 泛 
R. 如 果 存 在 全 上 的 次 线性 泛 函 p ， 使 得 Vxe Z ，| fG)l< p(x)， 则 存在 了 
上 的 复线 性 泛 函 f 使得: 

G) 当 xe Zf, F= f(x) ( 即 了 为 了 的 延 拓 ) ; 

Gi) “xe X FF, | (x) [< p(x) f 0338 p 控制 ). 

证 明 设法 化 成 实 的 情况 ， 用 定理 2.2.1 之 结论 。 类 似 于 复数 可 表 成 

a+ib(a,be R) 
的 形式 ， 复 线性 泛 函 f 可 表示 成 : 
f= ff) + if,Gx), Vxe Z, 

其 中 


TORORO e) => [reo-7@] 
分 别 为 复数 有 (x) 的 实 部 与 虚 部 ， 若 X 与 QZ 均 为 实 的 线性 空间 . 易 见 , f. 与 f, W 
是 Z 上 的 实 线性 泛 函 且 
J.G) <l AH Re fI fO) l< p(x),Vxe Z. 
于 是 ,根据 定理 22.1 知 :存在 实 空间 X 上 的 实 线性 泛 函 上 六 ， 使 得 当 xe Z 时， 有 
F = f(x); "4 xe X HJ, f(x) < p(x). 又 因 VYxeZ 有 
EAO +O = ifa) = f(x) = f x) + if, (x) 
比较 实 部 得 知 ， 当 xe Z 时 ， 包 (x) = 一 f.(ix) ， 从 而 
F=f- ifi), Vxe Z. 
£ fG)= fiG)- if), Vxe X. BA, "4 xe Zh, 
f 0=f0-if (x)= fO. 
可 见 太 满足 条 件 人 .由 于 卢 是 可 加 的 ， 从 而 产 可 加 . 由 于 六 是 实 线性 的 ， 从 
而 Vwe R 有 f(ax)==0f(x) (xe 和 ) .又 因为 对 于 任意 xe XE 
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Fi = A-R =F) -f= fO), 
所 以 ,对 任 一 复数 @+iB 有 
f ((+iB)x) = Flax) + f GBo = (G +i) f Go, 
AE f EX 上 的 复线 性 泛 函 且 满 足 D). 最 后 证 明 了 etga. 任 取 xe X , 
当 了 (x) =0 时 ， 显 然 有 
| fO) =0 < p(x). 
当 了 (x) 冯 0 时 ， 记 0 为 复数 (x) 的 幅 角 ， 则 
Fo =e | F(x). 
从 而 
| IF e fO = f (e x) = f.(e x) 
< p(e x) =e | p(x) = p(x). 
W f ERER). 证 毕 . 
以 上 两 个 定理 均 讨论 线性 空间 (不 要 求 赋 范 ) P HEREZ A ep sede” a 


.应 用 它们 立即 可 得 赋 范 空间 中 有 界线 性 泛 函 的 “ 保 范 延 拓 ” 定 理 . 
定理 2.2.4 (哈恩 一 巴 拿 霖 Hahn-Banachb) 设 X 是 赋 范 空间 ， f 是 定义 在 六 的 


子 空间 Z 上 的 有 界线 性 泛 函 ，|| fl; 是 f 的 范 数 : 
flls=sup{l fl: xe Z,llx!=1), 
则 存在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 了 使 得 
O 当 xe Z 时 ， 了 (x) = f(x) ( 即 了 为 了 的 延 拓 ); 
Gi) l f I) f I|, ( 即 保持 范 数 ). 
证 明 由 于 对 任意 xe Z 都 有 | f(x) fx. FÆ, S p(x) =l f lxi, 
则 p 为 四 上 的 次 线性 泛 函 且 VYVxe ZAIO pz .由 于 当 是 实 线性 空间 
n I f(x) < p(x)XVxe Z) © f(x) S p(X)Vxe Z), 
从 而 由 定理 2.2.2 与 定理 2.2.3 知 : 存在 X 上 的 线性 泛 函 Z, A 
I f Go) IS p(x) (Vxe X) 
且 当 xe Z 时 , 有 f(x) = f(x). 下 证 有 界 . 其 实 ， 
[fg p(x) (Vxe X), 
BHI f(x) 1 了 llzllxll(Yxe 六 )， 因 此 ,了 是 六 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 且 满 足 条 
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222 ”有 界线 性 泛 函 的 存在 性 

有 了 Hahn-Banach 定理 ， 就 可 以 解决 本 节 开 始 提出 的 问题 ， 

BX EEFT, xy EXN\{0O}. 记 

Z ={A% le K}, 
且 在 乙 上 定义 
f(Ax,)= Al l, AEK. 

则 所 为 线性 子 空间 Z 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 且 l| f, ll, =1 . 由 Hahn-Banach 延 拓 
定理 知 万 可 以 保 范 延 拓 成 和 上 的 有 界线 性 泛 函 上. 显然 0 上 且 
f (xo) =ll lI f=. 这 样 便 证 明了 非 平凡 赋 范 空间 确实 存在 “足够 多 ”的 非 零 
有 界线 性 泛 函 . 从 而 有 以 下 定理 ， 

定理 2.2.5 设 x, 为 典范 空间 中 的 非 零 元 ， 则 存在 X 上 的 非 零 有 界线 性 泛 
函 了 使 得 

G) f(xo) lx ll; 

Gi) H f l=1. 

应 用 这 个 定理 可 证 下 面 一 些 重要 的 结果 . 

定理 2.2.6 W X 为 赋 范 空间 且 z EX ， 则 

x=0< Vfe XH f(x)=0. 

证 明 反 证 法 ， 应 用 定理 2.2.5. 

定理 2.2.7 设 G 是 赋 范 空间 闵 的 子 空间 , B x, e X 使 得 DP(xo,G)>0， 则 
FEX 上 的 有 界线 性 泛 函 上 满足 条 件 ; 

© f(G)={0}; 

Gü f(x0)= p(xo,G); 

Gii) ll f l=1. 

证 明 考虑 由 G 1 x, 生成 的 子 空间 

Z={x+ftxo {xe G,te K}. 
由 p(x,G)>0, Bx € G. 因此 ,可 以 验证 :2Z 中 任意 元 素 z AE HRR 
z=X+txo， 其 中 xe Gte K. 我 们 在 Z 上 定义 g:Z 一 下 如 下 : 
g(x+Ëx) =Ip(x,,G),x€ G,te K. 

因此 , g 为 Z F hJERPEEE 8 B 382 440) G). XAN NTER Z= x+ tx, € Z 


第 二 章 Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 理论 69 
#(t= 0) 


Izi x + tx, Hti >ti p(x,G)=l g(2)! 


-X 
n= 
当 !=0 时 ,z=xeG, 从 而 |g(z)F 0 <l zil. 因此 ,Vze ZĘ! g(z)!<ll zll. W 
il gli <1. 由 Hahn-Banach 定理 知 存在 站 上 的 有 界线 性 泛 函 ,使 得 了 为 8 的 
保 范 延 拓 ， 即 Vxe Z 

f(x)= g(x) BI f IHI g ll,, 
显然 上 满足 个 和 站 ， 另 一 方面 ， 由 p(x,G) 的 定义 知 ， 存 在 点 列 
x, € G(n = 1,2,…) 使 得 
ll x, 一 2 一 > p(x;,G)(n 一 co) . 
AF f: X 一 政 连 续 ， 从 而 当天 一 时 ， 有 
SO) = f Q —x,)=l f (ç —x,)! 
all f lll x, — x, lel f ll p(x;,G) 
X f(x.)= E(x) = PXC). 从 而 得 到 
P(x G) Nf ll-:o(x,,G). 
由 于 p(xo,8)>0, FÆRI f l> 1. XI f I-l g 1. <S 1, Ki f = 1. 说 明了 也 
MERG. 证 毕 . i 
习题 2.2 
1. WG 是 赋 范 线性 空间 X 的 子 空间 ， 则 
x€ Ge p(x,G)=0 e> Vf e X` 
只 要 f(G)={0}, RA fGo)=0. 
2. W X 是 赋 范 空间 ， 则 
0 Vx € X, A 
lx l= sup{l f): f e X" EN f i1}; 
GD Vx,ye X, #x=ye=e fe X", f= fO). 
3. 在 有 R? 中 定义 如 下 的 范 数 : 
lag) n I+ |x, |, V(x,x,)e R. 
SG={(x 01x e R),ze R (lG SD E X 
J (x) = x, ,Vx = (x,,0) e G; f, G) = x, +or,, Vx = (x ,x,)€ R2. 
试 证 : 
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G) f AG EWERREZEAHEI f lo=1; 

Gi) 户 为 R* 上 的 有 界线 性 泛 函 且 || f. IH f ilg: 

Gü) 当 xeG 时 ， 廊 (= fO). 
此 时 说 明 ， 同一 泛 函 的 保 范 延 拓 可 有 无 限 多 个 . 

4. W X AREEN, YX Banach 空间 . WET 是 定义 六 的 稠密 子 空间 刀 
上 、 值 域 包含 在 了 中 的 有 界线 性 算 子 , 证明: 存在 唯一 的 有 界线 性 算 子 了 :XX — Y 
使 得 

G) 当 xe DD 时 ，Tx = Tx (IT XT HEH), 

Gi) HÍ HIT p= sup(H7xl]I:xe DEI xl=1} (ERW) . 


823 ”有 界线 性 泛 函 的 表示 
在 82.2 中 , 我 们 应 用 Hahn-Banach 延 拓 定 理 证 明了 任 一 非 平凡 的 赋 范 空间 上 
都 有 “足够 多 "的 非 零 有 界线 性 泛 函 ， 本 节 将 讨论 某 些 具体 空间 上 的 有 界线 性 泛 


2.3.1 n EZH K 上 的 有 界线 性 泛 函 
设 
e, = (L0,---,0), e, = (0,1,0,…,0),…,€, = (0,0,…,0,D) 


Æ K" KEER, MEAE =é héa) K" 都 有 唯一 的 表示 
x=) ée. 
k=l 
如 果 上 了 是 下 "上 任 一 线性 泛 函 ， 则 
fo)= Efe) Vx= ée cK” ， 
k=l k=l 
从 而 
1 1 
n n n 2 
| f) l< DE ers ire] [214 e) =l y IHi x Il, 
k=l k=l k= 


其 中 y=(f(e),f(e,)…,f(e)eK” FE, f EARR HEZA B E 
I f lil yl. RE =FEk=12n), Wr=É éé) K RE 


fŒ =F fe) P yl? . 
k=1 
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又 因为 
Ia = Zoo SH f 1:11 x 1=I FA yl, 
FAN f e yl. KENA] = ||. 
反之 ， 对 任 一 = (171 177)eE K”, EX 


Jf G) =Y En Vx= (>ó, ) Ee K”. 


则 用 类 似 的 方法 可 以 证 明了 是 K" 上 的 有 界线 性 泛 函 数 ， 且 |= 上 |. 
由 以 上 讨论 可 得 : 
定理 2.3.1 fe (K")' 当 且 仅 当 存 在 唯一 的 y=(7,7,,…,77,)e 下 "使 得 


f@)=X GNM, Vr=(6,6, 6)e K", (2.3.1) 
k=l 


B|/|=ll: 
定义 元 :( 玫 小 一 K' 如 下 : 
m =y, 
其 中 fe (K"),ye K" 满足 (2.3.0)， 容 易 验 证 元 是 线性 映射 且 1 ll f l, 
Vfe (K”") .这 说 明 : zw 是 等 距 的 线性 同 构 ， 在 这 种 意义 下 ， 将 K” 上 的 线性 泛 
函 与 其 中 的 元 素 不 加 区 别 ， 邑 视 (K") =K". 


2.3.2 I” (K) (1< p<) 上 的 有 界线 性 泛 函 
设 
e, =(1,0,0,…), 
e, = (0,1.0,--, 


eo. 
9 


7 个 


—— 
En = (0……0,10…) , 


n 


则 对 任 一 x= (生生 JE IK), 2383516 1? kat. FE 
天 =1 


n P oo 
x-5 éel = > 各 一 00 ~). 
k=1 p k 


=n+1 


7 ZRANENIE 
可 见 ， ei KAFI, prsg, 
mie f E IP (K) 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 则 由 的 连续 性 可 知 | 
Vx=(&,&,--3e (K), fo) = (See J-Y reo 
RE $ = f(e (k =L) = Mh) 则 
fO En Vx = (G6 )e PK). 2.3.2) 


k=] 


对 任 一 固定 的 n， Ax, = (€)... ™ 0,0,-), 其 中 


q -] a 
W = 17, 1 mm #0 (ISk<n), q= P . 
0, 347, = 0 p-l 


EA x, e 1?(K), 1 fœ) > Im 1 B 
k=1 


f(x) Sl f I-l x, =l f ll p Q ry . 
k=1 
H EO 的 定义 知 


1 1 1 
a 
k=1 k=1 k=1 


1 


Sin Fall f Il [En 中 . 


从 而 


1 
f$ 7” 中 人 fH， 从 而 ,得 到 
k=1 i 
PL 中 <l f II. 
k=1 
可 见 ,y 三 (1,7,,…)E 1 (K) Bl yl ll f ll. 再 用 Holder 不 等 式 (习题 1.1.1) 可 
WEI f ISl yl. .因此 ,ye IS K) 除了 满足 表示 式 (2.3.2) 外 ， 还 有 ly | =H fll. 
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反之 ， 对 任 一 y = CIS ASK I (K) ? 定义 
f@)= >》 571tVxz= (各 ,所 ElK). (2.3.3) 


k=1 


应 用 Holder 不 等 式 可 知 f(x) 有 限 ， 且 


1 1 
IfOE VIE Nn È é, YÈ h, 中 =l yl xi. 
k=1 k=1 k=1 

因此 , f E IP (K) 上 的 有 界线 性 泛 函 且 || f IKSI yil, .由 于 有 表示 式 (2.3.2)， 
X Ei BOE Su nl yl <l fl. 故 (2.3.3) 式 定义 了 唯一 的 f e (1?(K)) B 
I f IHI yi. 

总 结 上 面 的 讨论 ， 有 

定理 2.3.2 fe (1?7(K)) < 存在 唯一 的 y》 = MM n. e 1?(K) 使 得 

FOF gmx = (6, 3e IP(K) 


k=1 
HI yi ifii p<. 
ENLT: (PEY 一 1(K) 如 下 不 =》， 其 中 是 了 所 对 应 的 唯一 元 素 ， 
则 Vfe (1?(K)) AISIA f l. 于 是 ,x 是 等 距 的 线性 同 构 , 此 时 , #1 (K) 上 
的 有 界线 性 泛 函 f 可 看 作 1?(K) 中 的 元 素 矿 . 从 而 
(1?(K) =!“ (K). 
类 似 可 证 : (H OK) =1"(K) (习题 2.3.3), 但 值得 注意 的 是 : (K) = (K). 


2.3.3 D'[a,b] (0< p<c) 上 的 有 界线 性 泛 函 
定理 2.3.3 fe(Dila,b]) < 存在 唯一 的 ye L'la,b] 使 得 
f= [aya , Vxe D'[a,b] (2.3.4) 


BI f Isi yil, 其 中 g= 一 全-. 
p—i 


i (=) iye Lla, b], 令 f(x)= [ x(Dy(Ddt, 则 Vxe LP[a,b]， 由 
Holder 不 等 式 知 
OIE OURO EPEN 
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从 而 ，f 是 [a,b] 上 的 有 界线 性 泛 函 且 DD<|y| . 

(二) 设 f 为 LP[a,8b] 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 以 下 寻找 满足 要 求 的 ye L'la,b]. 
E ye P'la,b] 使 得 (2.3.4) 成 立 ， 则 对 


xoi 


l,a<t<s; 
0,s <t <b, 
有 
b ç 
f(xX)= | X OOd = | ydr. 


从 而 y(D -2 f(X,),ae. 于 [a,b]. 这 样 ， 只 要 如 此 定义 》， 再 证 明 它 满足 要 求 即 


可 . 
ERA X, 如 上 定义 ， 则 显然 耳 ,e [a,b]. 令 8g(s)= f(X,)， 下 证 g 在 
[a,b] 上 绝对 连续 . 对 [a,bj] 中 任意 n 个 没有 公共 同 内 点 的 闭 区 间 
ó =[s. a< jsn), 


We, =sgn[g(t,) —g(s,)], W 


> sü)- gG) Pele) -ss)] 
= ($ex, - X, J 
j=l 


<l fiA eAX, —X, 1, 
j=1 


1 


=l f l! | ex, G) - x, CD arl’ 


1 1 
ay jl. =ll f l 他 . 
j=1 17 j=1 
由 此 可 见 :函数 8 在 [a,b] 上 绝对 连续 ， 从 而 几乎 处 处 可 导 . 2 y(s) = g (s), MH 
ye Ha,b]. HFX, =0, WMX, ()=0, ae.F[a,b], Mi 
fx)= | yar= | X Oyar. (2.3.5) 
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1 Tel[s,t] 


X... = X —-VÇX.. 2.3.5) 知 
0, rels" 5X, X,. AB(235)2 


X Xia = | 
SXi) = [x 1 )y(Odr, VaSs<St<Sb. (2.3.6) 


TE, 对 任意 阶梯 函数 x(7) = 31c,X,, ORR 39330, 由 (2.3.6) 知 


i=l 
F= Daf Xua) = | zay(Ddz. 2.3.7) 
i=] 
设 x 为 [a,b] 上 的 任 一 有 界 可 测 函 数 , 应 用 和 鲁 金 定理 可 以 找到 [a,b] 上 一 列 阶梯 函 
数 {x, } 使 得 x (t) — Xx(1)，a.e. 于 [a,b] 且 
|x, (£) IS sup | x() l< ~. 
a<t<b 
H (2.3.7) 得 知 
fG)= Fn OdT =12,--.3. 
应 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 可 得 : 当 n — =o FF, A 
f0)= [Dy nar x(n) y(n)dr, 


1 
II x, -zu=( É x, (T) — X(T)? az) >0. 
再 由 三 的 连续 性 知 
f (a) = lim f(x,)= | xG) y(T)dT. (2.3.8) 
为 证 (2.3.8) 式 对 任 一 xe LP[a,b] 成 立 ， 先 证 以 上 找到 的 ye Lla, b]. 作 
4-1 . 
O= Iye) sga yŒ), |y(D En 
0, | y(t) > n, 
J| x, 为 有 界 可 测 函 数 .由 (2.3.8) 可 知 
f= [xy | yOF dr(n=12,.…), 


其 中 
E,={te[a,bl:ly() En}. 


EA, E, TWEE, c E, (n =1,2,…) ， 由 Levi 定理 可 知 
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lim f (x,)= lim [= (D1 yD FP dt = | | yh dt. (2.3.9) 


I f(x,) EN Fix, Ë, 
1 


=I f {f x,() P a). 


1 
=l f "| L KOL af. 
H (2.3.9) 式 知 


b b > 
fi yH dt A f {fà KOIK ar) 
从 而 ， 


1 t 
(f MOLY aJ -[ f í MOIK dr) “al fiko. 


因此 ，ye Lia, b] EN yil, Si fM. 
最 后 证 (2.3.4) 式 对 一 切 xe D'la,b] RE. RIER xe D'[a,b] , WART 
测 函 数 如 下 : $ 


x, (t) = = 12……pfe [a,b], 
n, |x(D) >n, 


WJI x (OII x(01 Bl x (DD 长 n (agtgb)(n=12,…). 由 控制 收敛 定理 知 


; ; 
Ix x, fix 0-0 d) — 0(n > °). 
由 (2.3.8) 及 f 的 连续 性 及 控制 收敛 定理 知 
f= lim f) = lim | xDyDd= fOO. 
因此 ，(2.3.4) 式 对 一 切 xe D'[a,b] RX. 再 由 Holder FERTA y l 2ll f II, 
JAWI f II yl . 证 毕 . 
定义 
Xx:(LPla,bl)’ — Is[a,b] 
为 丰 = y， 其 中 yy 是 由 (2.3.4) 确 定 的 [a,b] 中 元 素 , 则 
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Io lA fll, Ve (Hla,b]). 
因此 ， 克 是 等 距 线性 同 构 . 视 与 大 = yy 相同 ， 则 有 
(D'[a,b]) = L [a,b]. 
用 类 似 的 方法 可 证 : 
(Da,b]) = D [a,b], 
(IB(D'[a,b]) + L[a,b]. 


2.3.4 C[a,b] 上 的 有 界线 性 泛 函 
应 用 与 2.3.3 中 类 似 的 思想 可 以 证 明 
定理 2.3.4 fe (C[a,b]) 当 且 仅 当 存 在 [a,5b] 上 的 有 界 变 差 函 数 v(1) ， 使 得 


b 
f= fxd), Yre Cla,b], AIFIEVG), 


其 中 积分 为 Riemann 一 Stieltjes 积分 ， Vo) 是 v 的 全 变 差 . 
由 于 本 定理 的 证 明 要 用 到 尺 一 5 积分 的 某 些 性 质 ， 故 从 略 . 


2.3.5 Hilbert 空间 上 有 界线 性 泛 函 的 表示 

定理 23.5 (F. Riesz) WH X Hilbert 空间 ， 则 fe K* 当 且 仅 当 存 在 唯一 
ye H 使 得 . 
fO)=(x,y,Vxe H, BI f IHI yll. (2.3.10) 

证 明 (<=) 任 取 yeH， 令 f(x)=(x,y), Vxe 五 ， 由 内 积 的 性 质 知 了 为 
H EHRE. XA Schwartz 不 等 式 知 

If G) H (x, y} xI- yll,Vxe H . 

KE f AHERE RREZREI f ISI yl. 

(>) 设 fe H*， 以 下 寻找 ye H 使 得 2.3.10) 式 成 立 ， R f =0, MUH 
y= 0 就 满足 要 求 . WEf+0, $ 

M = [xe H | f(x) = 0) = ker(f) 
是 了 的 零 空间 . TAM 是 矿 的 真 闭 子 空间 (因为 1 = 0 B fE). 于 是 存在 
Xo € HEB LM. 因此 xogM, @& f(x) 20. 记 6= 了 (xo)， 则 对 于 任 
xe HË | 
f(&k— fx) = @()—- f(x) f(x )= 0. 

于 是 三 -FOODxo e M , Am (óc— f(x)x, x) =0, MA 
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f= (emyVxs H. 


II x, É 
ó 
今 一 及 | 
OSa e AA 
f(x)=(x,y),vxe H. 
又 车 存在 y € HR 


f(x)=(x,y), Vxe H, 
M|(x,y-—-y)=0, Vxe H, 故 y =y. 可 见 , 满足 条 件 的 y 是 唯一 的 ， 由 上 面 
充分 性 的 证 明知 :lf lll yl. XI 
II f l+ yle f(y)=(y,y) =l yl? 


MATN f H> yl, wA fH yl. uE. 
Ear: H >HWF: mf =y, P y Æ feH 由 定理 2.3.5 中 的 方式 对 


应 唯一 的 五 中 元 ， 即 满足 
f(x)=<x,y>, Vxe H. 


X35722 =z, M)JZ(f +g)= y+z, BS Vxe HË 
(f +g)G) = f(a)+ g@) 

=(x,y)+(xz) 

=(x,y+ z). 
又 因 

(of Xx) = of (x) = alx, y) =(x,@y)(Vxe H), 
可 见 ，8(af) =0f. TE, z:H`— H ERARE, z AANE. 
alf +g)=2#f +zz,z(of )= Gf , 

BERE PUA IA FID. 在 这 样 的 对 应 下 ， 视 feHg' 5 gf 相同 ， 从 而 
H* =H. 定理 2.3.5 通常 称 为 Riesz 表示 定理 . 


习题 2.3 
1. xe [a,b]， 试 证 : 


x()=0, ae Fla,b] e Vye Lla, bY [x()y(04r=0, 
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其 中 1< pa <= + =. 
2. W f Æ Hilbert Z H 的 子 空间 Z 上 定义 的 有 界线 性 泛 函 ， 证 明 : 存在 
唯一 的 了 e 五 "使 得 
G) 当 xe Z, F= f(x)( 即 了 为 了 的 延 拓 ); 
Gü) I f IHI f iz. 
提示 : 应 用 Hahn-Banach 延 拓 定理 与 Riesz 表示 定理 . 
3. 求 出 空间 C(K) 5 ' (K) 上 有 界线 性 泛 函 的 一 般 形 式 ， 并 证 明 : 
(K) =1° (K) (空间 C(K) 如 习题 1.2.1 所 述 ). 
4. 设 六 是 nn 维 赋 范 线性 空间 , 求 出 上 有 界线 性 泛 函 的 一 般 形式 , 并 证 明 : 
X 上 任 一 线性 泛 函 自动 连续 . 
提示 : AR X 的 一 组 基 ， 考 虑 与 1.3.1 中 类 似 的 表示 . 
5. 证明 ; (Dla,b]) =L [a,b]. 


824 ” 共 斩 空 间 与 共 斩 算 子 


2.4.1 共 思 空 间 

前 面 引入 了 赋 范 线性 空间 六 的 共 思 空间 钱 ”"， 由于“ 本身 又 是 一 个 赋 范 线 
性 空间 ， 从 而 它 也 有 自己 的 共 轿 空间 (六)》. WX” = (X 7 ) ， 称 为 原 空间 的 
二 次 共 思 空 间 ， 类 似 地 可 定义 六 ”等 . 于 是 ， 对 任 给 的 赋 范 空间 X ， 可 得 一 列 
空间 : 

X, X’ XU XU, (2.4.1) 
它们 之 间 必 有 某 种 联系 . 

先 讨 论 六 与 卫 ” 的 关系 ， 对 每 个 点 XE X 与 每 个 泛 函 fe X ， 可 得 一 数 
fO). 如果 固定 让 x 取 遍 羡 ， 就 得 到 和 上 的 有 界线 性 泛 函 f. 如果 国定 x， 
让 了 取 遍 和 "， 则 得 到 于 "上 的 一 个 泛 函 ， 记 为 X” ， 则 

L (D=f@; fex". (2.4.2) 
由 于 对 任意 的 f,ge "及 QE 民有 
x” (f) = (fN =w- fO) =æ- x” f) =æ x NS) 
与 
x*(f +g)=(f +g)G@)= f+ g(x) =x”(f)+ x” (8). 
可 见 ，x J X "上 的 线性 泛 函 .显然 
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|x (f) FOF, V/fe X°. 
EE, x” 是 和 "上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 从 而 * e X” B#rll x” IS xl. 如 果 
X=0 则 xz” =0， 从 而 . 如 果 x 关 0 ， 则 由 定理 2.2.5 知 : 存在 Fe X` 


使 得 f|=1 HB fo) =l, 即 =l. 因此 =|. 进一步 ,对 任意 的 


x,ye X É f e XA 
(x+y)"(/)= fGe+y)= fG)+ f (y) 
=x”(f)+y"”(/) 
=(x +y XS). 
Mity =x”°+y . 同 理 可 证 : 对 任意 ce K , RITA (ax) = ax”. 这 
RH: Jire x“ 是 于 到 及 ”中 的 线性 映射 且 
Ma] ==] xe X). 
EE, Jy E X #J X” rh Bg 2EpB £u ERRA E X 的 典型 嵌入 了 映射) 从 而 是 
一 对 一 的 . 总结 以 上 讨论 可 得 
定理 2.4.1 设 X 是 赋 范 线性 空间 ， 对 每 个 Xe X 定义 
x (f)= fO), Vfe X°, 
Mx e X“ H =|=l- XS Jyx=x (Vxe X), MJJ, : X — X” 是 
等 距 的 线性 映射 ， 且 Jy 是 一 对 一 的 . 
在 这 个 定理 的 意义 下 ， 视 X x" ”相同 ， 从 而 可 视 站 为 ”的 子 空间 ， 即 
XcX”, WEX=X”, Bl 
X“=Jy(X)=(x”|xe X), 
UX 是 自 反 的 . 显然 ， 自 反 空间 必 完 备 . 
在 $2.3 中 我 们 证 明了 当 1< p < ~ 时 ,有 
(1?(K)) = (K) 5 (D'[a,b])” = Bla,b], 


** 
x |=|x 


** 
x 


** 
x 


其 中 g = 一 全 - .于 是 可 得 
p-l 


(P (K)” = (G (Ky =P (K) 
与 
(D'[a,b])” = (L [a,b]) = D'[a,b] . 
因此 , = 8J IP (K) 5 D'[a,b] (1 < p < co) 都 是 自 反 Banach 空间 . 
由 上 面 的 关系 也 可 看 出 : 当 p=2 时 ， 有 g=2， 因 此 
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(PRK) =P (K), (Pla,b]) = Lra,b]. 
一 般 地 , 若 赋 范 线性 空间 = X", WX 是 自 共 亏 的 ， 又 如 空间 "及 任意 
Hilbert 空间 及 EHRAM. 显然 ， 自 共 轿 空间 必 自 反 . 
上 面 讨论 的 是 空间 列 (2.4.0) 中 空间 X 与 空间 XX” 的 关系 .一 般 地 可 得 
Ë c x" c x“ Ce 


xex" c x” = 
其 中 “CC” 表示 等 距 艇 入 ， 这 是 (2.4.1) 中 相间 的 两 个 空间 的 大 小 关系 .下面 讨 论 
相 邻 两 个 空间 的 属性 关系 .只 要 讨论 X 5 X 的 关系 即 可 . 
定理 2.4.2 W X 是 赋 范 空间 ， 则 当 磋 "可 分 时 ,X 也 可 分 . 
证 明 设 刀 是 和 "中 的 可 数 稠密 集 ， 则 娓 =X 记 
S=[fe X :fl1}, D =(f e D: f I> 2). 


FAMED ESPAR. WD =([(f.Ine N), WHFS n FE x, e X 使 得 


(2.4.3) 


ll x, I=1BI f, (x) 2 + (Bl f 1 的 定义 知 )， 设 


x -Das ek), r=- DSrs nek, 
其 中 KK 为 X 的 数 域 ， 且 


K. = Š, K=R +iQ={p+iq! Q} 
0=1Q+iQ, K=C' Q+iQ=(p+iqlp,q8€ Q}. 


JI, X EX WJEDRET EMB Y EX, PH MYX, AMY >X, H 
TK 可 数 ， 所 以 了 是 可 数 集 . MEY # X 中 稠 . REX, EX 中 稠 ， 即 
X,=X. BI, # X E X 的 真 闭 子 空间 ， 则 由 定理 2.2.7 0 ff fe X°, 
使 得 f(X,)=(0), EI fll. 于 是 Yne N 有 


I, f I f) fF fy) P Z. 


sms 30 =e, Efes. iks D # S 中 稠密 矛盾 ， 故 X 有 可 数 筒子 


EY, BI X 可 分 .证 毕 ， 
由 定理 2.4.2 可 知 :， 卫 [a,b] 不 自 反 .事实 上 ， 若 不 然 ， 则 由 关系 
CL[a,b]= (D[a,b]) (习题 2.3.5) 
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知 
(D'[a,b])” = (U[a,b])” =L[a,b]. 
由 习题 2.1.3 4 Lla, b] 可 分 , AN (L la, bI 可 分 . 根据 定理 2.4.2 sI L [a,b] ar 
分 . 于 是 , CATAT D. $ 


四 1 a<t<s 
X, = , 
le. 0, s<t<b 


Mx a 8 L 'la,b|(a<s<b) B33a<s'<s"<bh, # 
lx T Xas ll. =1. 


WD = {xx} MH 
Ü fx D Dfa, b] {Xs :IC<3<D). 
n=1 
1 
3 
Xia Xa |, 这 是 不 可 能 . 因此 ，L”[a,b] 不 可 分 , 进而 吞 [a,b] 不 自 反 并 且 
也 证 明了 : 


HT x. (a< s<b) 有 不 可 数 个 ， 从 而 必 有 某 个 球 B(x» ) 包含 两 个 不 同 的 


([a,b]) + Lla,b]. 
关于 自 反 性 ,我 们 有 以 下 结论 . | 
定理 2.4.3 设 贸 为 完备 的 赋 范 线性 空间 ， 则 六 BS BI X" BE. 
证 明 (=) X BE, MUJ X" = X Bl 
X"”=Jy(X)=([x”l]xe X), (2.4.4) 
HE =f, Vfe X&xe X. FuEX = X Bl 


{fg lgeX’}=(X') = X" (2.4.5) 


kkk 


ffe X”, EX 
g(x) = f(x"), Vxe X, 
Nge X" E Vxe X, #8 
g (x)=x (8)= g(x)= f(x ). 
因此 ,由 (2.4.4) 知 f=g” ,可见 fe{g lge X}. 又 因为 
{ge “lee X'}cxX™, 
从 而 〈2.4.5) 式 成 立 . WX BI 5. 
(=) W X" B 5, W(X” = X BB 2.4.5) RX. JEX 自 反 ， 只 要 证 明 
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(2.4.4) 式 成 立 . W 
X=J,(X)=[x” lxe X), 
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MCX”. 由 于 Jy :XH>》X 是 完备 空间 站 到 赋 范 空间 着 的 等 距 同 构 ， 从 而 
X bg. Ait, Å 是 关 ” 中 的 闭 子 空间 (应 用 习题 1.1.8). WR z x", 
则 存在 he X” Ehe X .由 于 六 是 闭 子 集 , 则 o(h,X)> 0( 应 用 习题 1.1.3). 根 


*** 


据 定理 227 知 : 存在 fe (X"”) = X 


,使 得 f(X)= 0)B f z 0. 由 于 (2.4.5) 


RRX. 故 存在 8EeX ”使 得 8 ”= 了 ,于 是 Vxe 久 ,有 8g (x )=0 即 
g) =x" (8)=0, 0g =0. 可 见 1 = g” =0, 25 f #02J5. MÊ = x” 


即 (2.4.4) RL. 证 毕 . 


2.4.2 HWAT 

BT: X 一 了 是 有 界线 性 算 子 ， 对 每 个 8E 了 了 定义 

fœ) =g(Tx), Vxe X. 
EA, fe X ， 再 定义 
T'e=f, veeyY,, 
其 中 了 由 (2.4.6) 式 定义 ， 于是, 得 到 一 个 映射 
T':Y — X, 
它 满足 : 
(T*gXx)=g(Tx), Vge Y' ,vxe X . 
有 时 ,将 上 式 记 为 : 
(x,T'g)=(Tx,8), vegeY” ,Vxe X. 
定义 2.4.4 设 Te B(X,7Y)， 则 称 由 (2.4.7) 式 所 确定 的 映射 
T :Y — X” 

为 算 子 7 HRAT REHAT. 

定理 244 KATA FERIER: 

L 六: 六 一 大 是 有 界线 性 算 子 且 

2° vae K, (Gr) =ar`; 

3” (T +T,) =T +T, ZET, e B(X,Y); 

4 GL) =T XET € B(X,Y),T,e B(Y,Z) ; 
-ej-i 


Fi 


=k: 


an 


(2.4.6) 


(2.4.7) 
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证 明 1° 先 证 7 :7 — X" 是 线性 的 ，Vh,ge 玉 ，Vxe X, HANE 
ITC + g)](x) = (f + g)XTx) = f (7x)+ g(7x) 
=(T f)G) + (T`g)() 
=(T f +T`g)QO. 
AWTS +g)=T `f +T`g . 可见, 三 是 可 加 的 ， 类 似 可 证 7” 是 齐 次 的 . 下 证 
7" 有 界 ， 由 (2.4.7) 知 : 对 每 个 Fe Y' K Vxe X £ 
IC fO) =I f (Po) is |/|- shh- rh d. 
ATIT FISIT- AT 是 有 界线 性 算 子 且 IT" < 上 . 另 一 方面 ， 对 任 一 
XE ,由 定理 2.2.5 H: 存在 六 se7 ,使 得 
AT) =|zd 昌 | 六 = 1， 


于 是 


[|= £G>) =G EA 
四 = 下 下 性 
因此 , rsh]. |=]. 
HEE — 4° 直接 验证 即 可 ， 留 作 练习 ， 下 证 性 质 $ .由 性 质 工 知 
e-lal 
Wii |=]. ur. 
记 T”= (7")， 并 称 为 算 子 7 H-KRHAT. 
在 某 些 情况 下 , 常常 需要 求 出 共 罗 算 子 的 具体 形式 , 现 举 两 例 以 说 明 其 方法 . 
例 1 设 A=[a;] 是 mxn 实 距 阵 ， 定 义 T:R" >R" F: 
Tx=(Ax') = xA, 
EP ETHAEE, WD nx 1 3EBE. AWT = (Ma) MM 


m =a, G=12,.,m). 
j=1 


容易 验证 : T 是 有 界线 性 算 子 . H-T(R"”) =R”, RY =R", AMT ÆR” 
到 及 ”的 有 界线 性 算 子 . 
对 任 一 fe (R =R", ig f = (CC C.) M 


<| 


. 
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fO) = > cm VY = (Mhs Tm, JE R”. 
于 是 ,Vx=(E ,6 £ )e Rs 有 
TP = AD= Zen = 935 -$È ae, 
Ei, 交换 得 on 


TAa = $| Žas f- Yag. 


i=1 \ j=1 


其 中 d, = > on {i =1,2,…,n) .因此 ， 
T =(d dd ). 
这 就 证 明了 : 
Tf =(47f7) = JA (Vf e (R”) = R”). 
WTA, T:R” 一 R” H EBE 4 的 转 置 阵 A 定义 
BJ2 设 k(t,s) 是 D=[a,b]x[a,b] 上 的 可 测 实 值 函 数 满 足 : 
| f k(t,s) l? dtds < o , (2.4.8) 
D 
其 中 1< g < ce ， 积 分 是 Lebesgue 积分 .定义 
Toa = Í ° *kGt,s)x(s)ds,Vxe D'[a,b] , (24.9) 
其 中 p = 由 Holder 不 等 式 得 ，Vte [a,b] ， 有 
q— 
b 1 b 1 
I (Tx)() s( | Ikt, s) | | l x(s) P ds) 
Mm (Tx)(t) 有 限 且 
ITAA rs[ 站 Ke ds) Ixl, vastsb. 
因此 ， 


1 


r, =( [ioo ar) <a, 


86 ZRS 


wpa i) k(t,s)!! ads) at (2.4.8) 知 w< ee ,可 见 Txe L' [a,b]. 因此 ,了 
D 


ÆA L [a b]F] L a, b] PHRA. 显然 ,7 是 线性 的 ， 从 而 了 是 有 界线 性 算 子 
B |r|<Se= . # + U[a,b] 5 Pla,b] É 32 38 $ë 22 J, Am T' 是 从 
(ZB[a,b]) = P'[a,b] #] ('[a,b]))” = DV[a,b] 中 的 有 界线 性 算 子 .由 §2.3 知 ， 
Vfe (Lla, bN, FE ye LP[a,b] 使 得 对 任何 ze [a,b] 有 

f= fryar. 
故 对 任 一 xe D'[a,b] 8 
PW= F070= fiyo] kus)ds |a 


= f xj fika, $) yar |as (Fubini 定理 ) 


= [o] [xG ys)ds lar (交换 5s,1) . 
TE, KE (Lla, b = DB[a,b] 的 实际 含义 有 l 
TPO = [ k(s,D)y(s)as. 
# f =y, WMJVye P'[a,b] 8 
T'Y) = [kls,D) y(s)ds. (2.4.10) 


katiy. T URRA, EHAAk, NEX. 

以 上 由 (2.4.9) 与 (2.4.10) 得 到 的 算 子 7 5T 都 称 为 积分 算 子 ， 分 别 具 有 积分 
E k(s,t) 5 k.Gt,s) = k(s,t) . 

由 定理 2.3.5 ERETTA: 4 H X Hilbert FEN, IAH =H. .从 而 由 
Te B(H) 74T" e B(H), 有 关 性 质 见习 题 2.4.13 


习题 2.4 
1. W X 为 赋 范 线性 空间 ， 证 明 : 
dimX =n & dimX` =n. 
其 中 dim 表 示 维 数 ，n 是 自然 数 . 
2. 设 X 为 赋 范 线性 空间 ， 证 明 : 


第 二 章 Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 理论 87 


dim X =œ © dim X* =c. 


3. W X Æ Banach 空间 ， 证 明 : X ER e X WBJ3E2k tin] B K. 
4. 者 赋 范 线性 空间 HERES, MUJ X 可 分 ， 
5， 举 例 说 明 : X 可 分 => 处 “可 分 . 
6. 证 明 共 轿 算 子 的 性 质 2° 与 3°. 
7. KARATE B(X) KRAT, Hra% I 是 恒 等 算 子 . 
8. 证 明 : 有 限 维 赋 范 空间 必 自 反 . 
9. EX ARRETE, H X 的 每 个 非 空 子 集 巨 ， 定 义 
E'={fe X'If(E)=(0)). 
证 明 : 


Gü) 五 + 是 和 的 闭 子 空间 ， 
Gi) (E): =Et, KPE XE cX IHJ; 
Gi) El =(0) e EEX 3883; 
Gv Et =X* = E={0}. 
10. &TeB(X,Y), 证明: 
G) ker(T’)=T(X); 
G T EXN e T RARER. 
ll. 对 任 一 A CC X”, ES 
A ={xe XI fG) =0(Vf e A)). 
证 明 : 
G) A = f) kerf), ATA A X 的 闭 子 空间 ; 
GD À°=A°; 
Gi) A =X © A={0}; 
(iv) X BFF, A = {0} S A# X PAK. 
12. 设 Te B(X,Y), 证 明 : ker(T)=[T'(Y P, 进而 证 明 : 4X 自 反 时 ， 
了 是 单 射 => T" 具有 笛 值 域 即 7 Y) =X". 

13. 8 H X Hilbert F0, WH =H", 则 YTe B(H)# 
Gi) Vx ye H, 有 

< Tx, y >=< x,T`y >,<T'x,y >=< x,Ty >; 
G) T” =T, Vx ye H, <T“Ix,y>=<Tx,Ty>; 
Gü) Vxe H, <T'Tx,x>=|rx| ; 
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Gy |r7|=Fr']=FT. 


提示 : 应 用 定理 2.3.5. 
825 Banach 逆 算 子 定理 


2.5.1 逆 算 子 的 概念 与 基本 性 质 
有 许多 应 用 与 理论 问题 可 归结 为 求解 算 子 方程 Tx = y, HP x, y 是 适当 线 
性 空间 E,F 中 的 向 量 , T E: E #J F KHAT. 需要 研究 的 主要 问题 为 :是 否 对 每 个 
y 都 存在 唯一 的 + 满足 方程 :7x = y ( 即 解 的 存在 性 问题 ). 显 然 ,这 等 价 于 映射 
有 道 映 射 了 ,这 时 解 为 x= 了 一 y。、 由 于 实际 问题 的 需要 , 往往 要 求 : 24 y 变化 不 
大 时 ， 解 x 也 变化 不 大 ， 这 个 相当 于 要 求 逆 映射 ”是 连续 的 .因此 ， 有 必要 研 
究 一 个 算 子 在 什么 情况 下 有 逆 算 子 且 道 算 子 是 连续 的 . 
定义 251 Te B(X,Y) 如 果 了 是 一 一 对 应 ( 即 既 是 单 射 又 是 满 射 )， 则 
对 每 个 ye 了， 存在 唯一 YE X 使 得 Tx = y ,定义 
T y = x. (2.5.1) 
从 而 得 到 一 个 算 子 7-1 :了 — X AKT AT Wir. 
显然 ， 道 算 子 也 是 线性 的 且 仍 是 一 一 对 应 ， 但 不 一 定 是 有 界 的 . 一 个 算 子 何 
时 才 有 逆 算 子 呢 ? 
设 Te B(X,7) 的 道 算 子 了 ”存在 ， 则 由 逆 算 子 的 定义 (2.5.1) 知 ， 
TS =I,ST =L, (2.5.2) 
其 中 六 ,六 分 别 是 于 ,了 上 的 恒 等 算 子 . 
反之 ， 若 有 线性 算 子 $ :了 一 X 使 得 
TS =1,,ST =I, (2.5.3) 
则 由 (2.5.3) 中 第 一 式 知 卫 是 满 射 ,因为 Vye 了 ,7(Sy) = y . 由 第 二 式 知 了 是 单 射 ， 
因为 由 Tx =0 可 得 STx =x=0. 因此 ,7 是 一 一 对 应 ， 从 而 道 算 子 7 一 存在 ， 又 
由 (2.5.2) 及 (2.5.3) 知 


. T'!=T'(TS)=(T'T)S =S. 
这 表明 : 满足 (2.5.3) 的 算 子 5 必 是 T 的 逆 算 子 . 于 是 ， 我 们 得 到 
定理 252 设 TeB(X,7) ， 则 7 有 逆 算 子 当 且 仅 当 存 在 线性 算 子 
S:Y — X RB 
| TS =1,,ST = ,, (2.5.4) 
此 时 ,S =T. 加 
由 此 可 证 : #T e B(X,P) 与 Se B(Y,Z) 都 有 逆 算 子 , WIST e B(X ,Z) 也 
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有 逆 算 子 且 有 (ST)”" =T S”. A F RAA + BJ E X ES u[ b) ur 3 : # 
Te 万 (和 ,了 ) 有 逆 算 子 , 则 Te BY, X") 也 有 逆 算 子 且 (7) = (T "°. 


2.5.2 逆 算 子 的 有 界 性 


下 面 讨论 一 个 有 界线 性 算 子 具有 有 界 逆 算 子 的 条 件 . 
定理 2.5.3 i X E Banach 空间 , Te B(X) 且 | 上 <1， 则 7 一 有 有 界 逆 算 


TH 
a) I-T)” = 》T": 
n=0 
@® |u-r'|<sa-ITrp"'. 
证 明 ZBER BX) PRA 


ST =1+T+T? +T” +., (2.5.5) 
n=0 
因为 中 < 及 [| < 4， 从 而 可 知 级 数 > rr" 收敛, 于 是 由 定理 2.1.5 及 习题 
n=0 


1.2.6 知 : 级 数 (2.5.5) 收 敛 ， 易 见 
(TIT—-T)I+T+T? +... +T") 


=(I+T+T2?2+--..+T")(I — T) 
=]-T"". 
n>, FERIT — 0， 由 上 式 可 得 


(1- rE] = (Èr) -T)=1. 


n=0 


于 是 由 定理 2.5.1 知 (1 —T)'' = YT" 且 由 此 可 知 


=0 
Ke- 人 To 
证 毕 . 
由 上 面 的 证 明 可 知 ; 当 | 人 <1 时 ,有 
(q -Ty'= Yr. 


n=0 


这 与 几何 级 数 


90 泛 肖 分 析 引 论 


rsa- irki 
n=0 


非常 类 似 . 
推论 1 WE X A Banach 空间 ,Te B(X) 具 有 有 界 逆 算 子 , 则 对 于 任意 


ATe B(X) H |AT|< |r t, AES =T+ATe BCX) 有 有 界 逆 算 子 且 


S! = Şer .AT)'T 
证 明 因 S =T(I+T'.AT) a 
[r> -ar| <|>] az]<1. 
由 定理 2.53 知 : I—-CT''AT)=I+T''AT 有 有 界 逆 算 子 且 
(I+T'AT)'' = S C[T AT)" . 
因此 ，S 有 有 界 地 算 子 = 
$S =(1 +T”. AT) T” = Ser .AT)'T 


n=0 

证 毕 . 

推论 2 3 X X Banach 空间 ，Te B(X) BI 4b |T], WA -T rf RW 
F. 

记 

G(X)= T e B(X)17 有 有 界 的 逆 算 子 上 

则 由 推论 1 可 知 : 当 Te G(X), UT Atò, TII AFR BA) PRR 
B(T. )< coo REH GOO B 中 的 一 个 开 集 ， 通 党 称 GCX) 中 
的 元 素 为 X 上 的 可 逆 算 子 . 

推论 3 3 X X Banach 空间 ，S,TEe B(X,Y),S 具有 有 界 逆 算 子 且 

1 
iz] “FT 


MUS 二 工 有 有 界 逆 算 子 . 
为 了 证 明 另 一 重要 定理 一 Banach HATER, mE rA. 


(E, p) 是 距离 空间 ，S cE， 如果 (S) =Ø IS 的 闭 包 没有 内 点 )， 则 
称 $ J: E rh igk ut (或 无 处 稠密 集 )， 如 果 瓦 可 以 表示 成 可 数 个 朴 朗 集 之 并 ， 
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UF E ÆSA, BU ERRAK. 
51 1 (Baire AEH) 完备 的 距离 空间 是 第 二 纲 的 . 
证 明 设 瓦 是 完备 距离 空间 ， 但 它 不 是 第 二 网 的 ， 于 是 存在 五 中 可 数 个 疏 朗 
集 
M, Ms, M, 


使 得 E=|ÜJM, HFM, ERMS, Pi 


n=1 


M:=(M,) =Ø(n =1,2, =). 
Vac E， 由 于 a 不 是 Mi 的 内 点 ,从 而 有 
B(a NM, +ø. 
Ra E B(a,D) 门 M，, 则 存在 闭 球 B(a,6)c B(a,1) E 
B(a,,ó) YM, =, 
可 设 0< 6 <1. XN M, EBLBHE JT a, AE M, 的 内 点 ,于 是 
B(a, ANNM! +Ø. 
任 取 we Bla, DNM, , WFE HER 
B(a,.ó,) C B(a,,ó,) c B(a ó) 
使 得 B(a,,6,) 门 M, =Ø, TROS, <> 如 此 继续 ， 可 得 到 一 列 闭 球 ; 


B(a,,6)Ə B(a,,6,) >- > Bla,,6.) D. 
满足 条 件 : 
0<56, <1 B(a,,6) QM, =Ø (n=1,2,--). 
n 


显然 6, > 0(n — eo). 由 闭 球 套 定理 〈 习 题 1.1.13) 知 :存在 唯一 的 
x € B(x,,6,)n=1,2,.…). 
TE, x EM (n=12,…)， Bx eE. ik E= | JM, FE, W. 


n=l 


引 理 2 i X,Y Æ Banach 空间 , 了 是 从 XX 到 7 了 上 的 有 界线 性 算 子 , MUJ X 中 


的 开 单位 球 
B,=B(0.) =Íxe X :h|<1) 


在 TT 下 的 像 T(B,) 包含 一 个 以 零 为 中 心 的 开 球 . 
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证 明 分 三 步 完成 
结论 6): FRB, = s 02] 的 像 的 闭 包 ZCB) 含 一 个 开 球 B°. 
为 证 此 结论, 我们 引入 记号 : 设 4CX,weX,4e 天 ,定义 
AA = {Axx e Al A+w=Íx+wlxe A). 
由 于 对 任意 xe XX， 存 在 自然 数 > 2x]. Mixe kB, Ek X = jkB. 于 是 


k=l 


k=i k=1 


由 于 了 是 完备 的 , 从 而 由 Baire 岗 定理 ( 引 理 1) 知 : FE kç iE k, (TB) PERIE, 
MRTE) 含有 一 个 开 球 . 因此 T(B,) 也 仿 一 个 开 球 B' = B(y,, e) (这 里 用 到 : 
atO, OA = QA). 

结论 (i): 开 球 B. = so] 的 像 的 闭 包 T(B,) 含有 以 0e Y 为 中 心 的 开 


E 
so) 
HF B'= B(y0,E) CT(B)， 所 以 

B(0,£) = B(y,,€)— Yo C T(B,) — Yo- 
下 证 T(B)- y, C T(B.). 设 yeT(B)- y» W y+y eT(B), JT #fE 
u, eT(B)(n =1,2,…)， 使 得 > y+ y(n). XAXA ye T(B), 于 是 
存在 ve T(B X(n =12,…) 使 得 y 一 yon — ee). Wu, = Tw,,v, 二 7z,, 其 中 
w, z, E€ B (n =1,2,--), W 

Tw, — Y + Yos Tzn, — y (n — eo). 


Y =T(X) -Ue =(Jxr(B). 


又 由 


Shotlel<3+3=1, 


|w, T Zya 
TA w, — z, € B.G =1,2,--). 但 是 
T(w, —z,) — y(n — æ), 
因此 ye T(B,). 这 就 证 明了 : 
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T(B)-y C T(B.), 
因而 3(0,E) C T(B,). 最 后 ,由 关系 


T(8)=T(B, )=>=T(8) > l p(0, £€)= a(o, zr £) 
m4 T(B,) > a(o, z) . 

结论 (iiD: T(B,) 含 以 0eE 了 为 中 心 的 开 球 . 

$V, = afo a 12,-.3, FEV, c 2T(B,). 任 取 ye Vi ， 设 法 寻找 
xe B, 使 得 27x = y . 由 结论 (5 知 多 cT(B,), 于 是 ye T(B)， 因此 存在 
x € BIEI y- Tx lc , Bl y—Tx e V, C T(B,). FÆ, FE x e B, 使 得 

p-m |<; 

El y — Tx, — Tx, € V. 如 此 继续 ， 可 以 找到 Xe B, 使 得 
| 


H x, e B, nli] < =1,2,…) . 从 而 , AA X 的 完备 性 及 习题 1.2.6(v) 知 : 


—,n =1,2,- 


级 数 Y x, 以 范 数 收 人 于 菜 个 xe X, Hlx= D x,. 由 于 


n=] 
kÈ 
n=1 


n=] 


li > 工 -1<2， 
n=1 2” 
HA xe2B. 再 由 
[Z<] — Tx, [Es] 一 y(n 一 e°), 
k=l k=1 
可 知 y=7Txe T(2B,). H ye V, 任意 性 可 知 
V, C T(2B,) = 27(B,), 


1 E 
T(B 一 V = B| 0.— |. 证 毕 . 
#T(B)ƏS SV (o£) 证 毕 


94 渤 函 分析 引 论 

定理 2.5.4 (Banach 逆 算 子 定理 ) 14X 5Y Æ Banach 空间 ,Te B(X ,Y) E: 
一 一 对 应 ， 则 逆 算 子 T- ee p(Y,X). 

证 明 REST: Y X 连续 即 可 .由 定理 1.1.4 知 ， 只 要 证 明 : 对 任 一 
JHË AC X,(T (4)=T(4) 是 了 中 的 开 集 即 可 ， 也 就 是 T 将 开 集 映 为 开 
R. RACX ERF, WRA=øØ, WMT(A)=0 为 了 中 的 开 集 ; WR À ZQ, 
则 任 取 ye 7(4) . 于 是 存在 xe A 使 得 Tx = y. 由 于 A 和 是 开 集 , 从 而 存在 E>0 
使 B(x,E)C A. 于 是 

B(0,g) = B(x,£)- xc A-x. 
可 见 
7(B(0D) c eT(A-x)=€ !(T(A)—Tx). 
由 引 理 2 知 : 存在 6 > 0 使 得 
B(0,6) C T(B(0,)) c £ !T(A)—£”y. 
因此 B(y,6E) C T(A), WTA 为 开 集 ， 从 而 了 有 界 . 证 毕 . 

ik 以 上 证 明 :“4CX ARESTA CY 是 开 集 ”的 过 程 中 没有 用 到 了 
是 单 射 ， 只 用 到 了 是 满 射 . 

一 般 地 ， 若 是 从 距离 空间 EE 到 距离 空间 下 中 的 映射 ， 且 了 TT 将 开 集 映 成 开 
E, WRT AFRA. 由 以 上 注 可 得 ; 

定理 2.5.5 (FHH ER £T ÆA Banach 空间 XX 到 Banach 空间 了 上 的 有 界 
线性 算 子 ， 则 了 是 开 映 射 . 


习题 2.5 
1. WET e B(X,Y) 有 有 界 的 逆 算 子 ,证 明 T 也 有 有 界 的 逆 算 子 且 
Ty =T. 

2. 设 代 ,} 为 Banach 空间 XX 上 的 一 列 有 界线 性 算 子 且 T, > T(n — œ) k 
算 子 范 数 ), 证 明 : 如 果 荆 有 有 界 逆 算 子 , 则 当 n 充 大 时 ，T, 都 有 有 界 的 逆 算 子 . 

3. 设 线 性 空间 六 上 有 两 个 范 数目 与 上 中, 且 久 关于 这 两 个 范 数 都 是 
Banach 空间 ， 证 明 ; 者 存在 常数 cl > 0 使 得 Vxe X,llxll<c H xi, MM 4F£E 
常数 c, > 0 884811 x l< cs l xl, ,Vxe X. 
提示 : QuEFBHE2628 f I:(X,l: 1, )— (X.lI: ll, ) 有 界 ， 再 用 Banach 逆 算 子 定理 . 

4. É X Æ Banach FE), Te B(X ) 满足 


1 
r, = lim(I T” I)” <1, 
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证 明 ，7 一 了 有 有 界 的 道 算 子 ， 且 (1 一 TD = T. 
n=0 ` 

5. WX JE Banach 空间 ， 则 VTe B(X)， 存 在 数 r > 0 ， 使 的 当 4E 天 满 
IA r, ALT fim +. f 

6. WX Æ Banach ZA, D e B(X) B:31IT —T, lk rH, T 88 OL f, 
又 定义 映射 

f:D=lre B(x):|T —T,|< r!— B) 

为 f(T)=T (YTe D), 证 明太 是 连续 的 . 
EER: 证 明 如 果 刀 ,Te D, WT” -T =T 0, -T T". 

7. 证 明定 理 2.5.3 的 推论 2 及 推论 3. 


826 闭 图 像 定 理 与 一 致 有 界 原理 


2.6.1 闭 算 子 与 闭 图 像 定理 
一 元 函数 y = f (x)Xxe D) 的 图 像 是 平面 上 的 一 条 曲线 工 , 它 由 平面 上 所 有 
点 (xX, 了 (xX))(xe DD) 组 成 , 即 
L={x, fxe D} 

类 似 地 ， 我 们 也 可 定义 线性 算 子 的 图 像 . 

X 与 了 是 同一 数 域 必 上 的 赋 范 空间 ,定义 它们 的 乘积 空间 (也 称 直 和 衬 
间 ) 为 : 

XxY={(x,y)lxe X,ye Y) 

其 中 线性 运算 按 坐 标定 义 ， 范 数 为 上 (x, yp x+ yil. 容易 验证 : X xY 成 


为 数 域 K 的 赋 范 空间 . 
定义 2.6.1 设 T:D 一 了 为 线性 算 子 , HP D Æ X 的 子 空间 , MEX x Y 中 
的 点 集 


G, =Í(x,Tx)| xe D} 
为 线性 算 子 的 图 像 . 如 果 Gy 是 闭 子 空间 ， 则 称 了 为 闭 算 子 . 
易 见 ,线性 算 子 的 图 像 Gy 恒 为 子 空间 .因此 ,了 :万 一 了 是 闭 算 子 当 且 仅 当 
G, 是 闭 集 当 且 仅 当 对 任意 e DO=12…), 只 要 lim x, = x E lim Tx, = 了, 就 
# xe DETx= y. 
下 面 讨论 一 个 算 子 的 闭 性 与 有 界 性 有 何 关 系 . 
#T:D 一 了 是 有 界线 性 算 子 ， 则 Vx, € D(n =1,2,…) 只 要 
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x, > x, Tx, — y(n — e°), 


就 有 xe D. 于 是 , tE D X E X 的 闭 子 空间 , 则 必 有 xe 万 .进而 , HTE x Ë 
续 知 Tx, > Tx(n 一 co)， 因 此 7Tr = y， 故 TT 是 闭 算 子 . 


由 以 上 讨论 我 们 得 到 : 
定理 2.6.2 i X,Y 为 赋 范 空间 ,D Æ X 的 线性 子 空间 ,T : D 一 了 是 线性 
算 子 ， 则 


O 工 是 闭 算 子 司 Vx, € D(n =12…)， 只 要 — x, Tx, > y(n — eo) , 
就 有 xe DHTx=y. 

Gü) WRT ESTRETES D €W WUT EAST. 

那么 ， 闭 算 子 是 否 一 定 有 界 呢 ? 

例 1 考察 微分 算 子 

T :C'[a,b]— Cla,b], (Tx)() = X'(t). 
3 C'[a,b] A C[a,b] 的 子 空间 , 在 $2.1 中 已 经 知道 7 是 无 界 算 子 .下 面 ,我 们 证 明 
TRHAT. 为 此 , W 
x, € C'la,b](n =12 J), x, > x,Tx, — y(n — =), 
即 在 区 间 [a,bp] 上 ,有 
x, xlt), x () —— yen — e°), 

其 中 一 “> 表示 一 致 收敛 . 由 数学 分 析 中 的 定理 可 知 xe C'[a,b] B Tx = y 
由 定理 2.6.2 知 :了 是 闭 算 子 . 

此 例 说 明 ; 闭 算 子 不 一 定 有 界 . 但 是 , 当 定 义 城 与 值 域 空间 都 完备 时 , 闭 算 子 
必 有 界 , 即 有 下 面 定理 . 

定理 2.6.3( 闭 图 像 定理 ) 设 轩 ,了 都 是 Banach 空间 ,了 :和 一 了 是 闭 算 子 , 则 


了 必 有 界 . 

证 明 BR, X xY 也 是 Banach 空间 . 由 于 人 是 闭 算 子 ， 从 而 其 图 像 G, 是 
Banach FP) X xY 的 闭 子 空间 ， 因 此 G, 本 身 也 是 Banach 空间 . 现 定义 算 子 
T:G, >X WF: T(xTx)=x,Vxe X. H AR, T ÆM Banach 空间 G, 到 
Banach 空间 X 上 的 一 对 一 的 线性 算 子 . 由 于 

Vxe X IT, To WHE x lll x! + H Tx Hl (x, Tx) Il, 
因此 , 未 是 有 界线 性 算 子 . 应 用 Banach 逆 算 子 定理 (定理 2.5.4) 知 T” 有 界 ， 从 而 
l (x,Tx) IIT xT HJlxH(Vxe X). 
可 见 ， 
II Tx IISI (x, Tx) ISI H.I xl (Vxe X). 
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HTAR ANIT ISMI iE. 
闭 图 像 定理 不 仅 指 出 了 闵 算 子 与 有 界 算 子 的 深刻 联系 ,而 且 也 给 出 了 判别 线 
性 算 子 有 界 性 的 一 个 重要 方法 . 


2.6.2 ”一 致 有 界 原 理 及 其 应 用 
BT, e B(X,7)(we 7 是 一 族 有 界线 性 算 子 ， 如 果 存 在 常数 M > 0 使 得 
IT, l< M(Vee TI), 
则 称 伍 ,},。, 一致 有 界 .此 时 ， 对 每 个 ze X £ 
IT xli<l T tix M:llxi(Voe D. 
可 见 ,对 每 个 xe X. Maxhe EY PHARE ak IT) BAED. 反之 
对 吗 ? 即 
VxeEeX,sup1l7xlko 之 Supl7 ll< ~ 


ael gel 
是 否 成 立 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 . 
定理 2.6.4( 一 致 有 界 原理 ) 设 Te B(X,Y)XXG e D B X %# . 如 果 


Vxe X, supll T,xlk œ, W sup|T,||< +. 
gel gel 
证 明 令 P(x) = sup|T x| (Vxe 和 X)， 则 已 是 和 上 的 次 线性 泛 函 且 
CE 了 


P(x) 2 0, P(-x) = P(x) (xe X). 


因为 对 任何 大 > 0 有 
P(x) Sk elIT,xli< k (Vae D, 


从 而 
M, ={xe X I p(x) < k}= (re X HT, xS k}. 


ael 


LAT, 连续 ， es X|IIT,x I< k|=T; (B(0,k)) 是 闭 集 . 由 此 可 见 ，M ,为 闭 
集 (k>0). BM, X=UM,. 由 于 XX 完备 ， 故 由 Baire 纲 定理 知 :存在 


keN 
asia 于 是 , 存在 开 球 B(x0,y0) CM, =M, 对 任 一 向 量 
xe X V(O, 有 


e B(x,r CM, 
x $ TF TTE BCN) 


marat % +] Am 
JET 
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r (r r 
P| ——x |= P —9—x+x +— x— x 
Ixl” 21zx1 2il xll 


< p| — x+x |+ P h x— Xo 
21 xll 2 有 xl 


< 2ko- 


+E PW? 2ko ll(Yxe X). 因此 
r. 


0 


ITaxis e1 xll(Vxe X,Yæe D. 
N 


HJ AIT, is 2o fo (vae D, P supll T, Ils 一 2ko < eo .证 毕 . 
r 


gel 0 
到 有 界 原 理 又 称 共 克 定理 它 是 由 Banach 与 Steinhaus 共同 得 到 的 ,在 泛 函 
分 析 及 其 他 方面 有 着 深刻 的 应 用 . 
例 2 Fourier 级 数 的 发 散 问 题 . i C, 是 (-eo,o) 上 全 体 周期 为 27 的 连续 
KERM R, E Cr 中 定义 范 数 
II xi max Ixl. 
容易 证 明 C,, 成 为 一 个 Banach 空间 . 在 Fourier 级 数 的 研究 中 ， 一 个 有 趣 的 问题 
是 :是 否 每 个 周期 为 27 的 连续 函数 的 Fourier 级 数 处 处 收敛 昵 ? 下 面 我 们 应 用 共 
鸣 定 理 给 出 这 一 问题 的 否定 回答 . 
设 xe C,, 的 Fourier 级 数 是 
La + Sa, cosnt +b, sinnt), 
n=l 
则 由 数学 分 析 知 其 前 n 部 分 和 为 
S, (x,t) = É K, (s,t)x(s)ds , 


其 中 
s [2 + "j 一 力 
KGD=- — — 


1 
27rsSin 一 (5 一 ! 
n 6 ) 


, 


称 为 Dirichlet 核 . 令 
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f, (x) = É. K, (s,.0)x(s)ds, Vxe Cn， 
则 {F } 为 C, 上 的 一 列 有 界线 性 泛 函 且 
JI £, i= 六 K, (s,0)1ds. 


由 于 
[k(tas= { "1K,(s0) lds 


. 1 
sin| n+— |s 
1 p27 2 
= L—> ds 
2m #0 . Í 
SI1n 一 人 
2 


k | isian +Dt + DI li 
sint 
ee sner + Dt li 


sinu 
— 
u 


du=%, H supl f, l= 20. 根据 共鸣 定理 知 : 存在 ze Ci 使 
n21 


L pomor 


1 lsinu 
g- pnn 

zb 
得 sup1 放 (xx)Fc, 即 sup13,(m;0)F .这 说 明 :各 的 Fourier RAE ta = 

nèi n21 
发 散 . 

实际 上 ,通过 精细 的 论证 可 知 : 有 “很 多 很 多 ”的 周期 为 27 的 连续 函数 ， 它 们 

的 Fourier 级 数 在 “很 多 很 多 ”点 处 发 散 . 这 里 的 “很 多 ”可 以 用 稠密 来 理解 . 


习题 2.6 
1. 设 和 ,了 为 赋 范 线性 空间 ， 了 7 : X 一 了 是 线性 算 子 ， 证 明 
(i) 工 是 闭 算 子 当 且 仅 当 Vx, e X(n=12,--) REx, — 0 Tx, 一 》， 就 有 
y=0; 
G) #S:X 一 了 是 有 界线 性 算 子 ， 则 了 T 是 闭 算 子 当 且 仅 当 S+T 是 闭 算 


l 2. 2 X,Y E Banach 空间 ， T:X 一 了 是 线性 算 子 ， 称 
S(T)={ye Y Eix }c XB x, 一 0 使 得 Tx, > y) 
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JATT 的 分 离 空 间 ， 证 明 : 
Gü) S(T) 是 了 的 闭 子 空间 ; 
Gi) TÆ <> S(T)= {0}; 
(G) 如 果 算 子 Ae B(X), Be B(Y) ETA = BT, W B(S(T)) c S(T). 
3. 设 函数 了 在 [a,b] 上 可 测 且 对 任 一 ge L'[a,b] , 都 有 fe e 上 [a,b], 证 明 : 


fe D[a,b] ; 其 中 l< pa <Ü l l 1. 
P q 


提示 : 记 


_ J8(tD, | g(t S n, b 
g, (t) 一 B | g (t) |> n, A,(g)= | 108, 0dt, 


证 明 : lim A,(g8)=A(8) FE, PNH (L [a,b = DB[a,b] 及 共鸣 定理 即 可 . 
4. 设 》= 多,} 为 一 数列 旧 对 一 切 x = 全,}e NK) gY nE, tent, 证 
明 :ye 1?(K)， 其 中 p,q 同上 题 ü 
5. Wx PORER X 中 的 点 列 ， 且 对 任 一 fe X* 都 有 》 了 (x,) 绝 对 收 
化 ,证 明 :存在 正 数 M > 0 使 得 ü 
Sf EM I f l,vfe X". 


n=l 
提示 :定义 P(f)= y fa) sup) f) 1 证 明 P 是 X" 上 的 次 线性 泛 函 ,应 
n=1 n2l k=} 


2k 
N 


用 与 共鸣 定理 之 证 的 类 似 方法 证 明 P(f)< — Š f l. 


827 ” 强 弱 收敛 与 弱 *#- 收 敛 


2.7.1 点 列 的 弱 收 敛 

从 前 面 的 讨论 中 , 可 以 看 出 : 由 于 引入 了 距离 或 范 数 , 因而 很 好 地 描述 了 “ 任 
意 通 近 ” 的 概念 .这 就 是 :点 列 {x, } 可 任意 逼近 点 寺 用 距离 p(x, ,x) 一 0 或 用 范 数 
ll x, -xl->0 来 刻画 .由 于 考虑 的 对 象 〈 例 如 函数 或 数列 ) 常常 组 成 线性 空间 ， 
因此 ， 用 范 数 考虑 问题 更 为 合适 .然而 ,确实 存在 这 样 的 点 列 ， 它 似乎 可 与 某 个 点 
任意 接近 ， 但 这 种 “任意 接近 " 却 不 能 用 范 数 表述 ， 请 看 下 面 的 例子 . 
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例 1 在 Hilbert SALK) 中 ， 考 察 点 列 : 


n—] 
e, = (0,0,:-.,0,10,-. (n = 1,2,……). 
从 形式 上 来 看 ， 当 刀 越 来 越 大 时 ，e, 中 的 “0 项 "也 就 愈 来 愈 多 .因而 ,点 列 人 e, H 


乎 应 当 趋 过于 零 : 
0 = (0,0,…… ,0,……), 
也 就 是 1e, — @ lli=lle, l 0(n 一 <) ， 但 实际 上 1e, 上 Ta =1,2,…). 
此 例 说 明 : 距 离 或 范 数 虽然 是 描述 “任意 副 近 ”的 极 好 方法 ,但 它 却 不 能 描述 所 
有 的 “任意 逼近 "问题 . 因此, 有 必要 寻找 别 的 “ 较 弱 的 "方法 来 描述 “任意 逼近 ” 即 
KAHE. 当然 ， 应 当 保 证 :找到 的 那些 “ 较 弱 的 "方法 包括 已 有 的 收敛 性 ， 亦 即 ， 
如 果 按 “ 老 的 意义 "可 以 “任意 逼近 ”， 那 么 按 “ 新 的 意义 "也 必然 可 以 “任意 逼近 ”. 
对 上 例 中 的 点 列 ,如 果 稍 加 考虑 就 会 发 现 : e, 5 P (K) 中 每 个 向 量 
?= M A 的 内 积 趋 于 零 ， 
(e,, y) =N, — 0(n — e°). (2.7.1) 
这 是 因为 级 数 > Im P Ks AWENN, — 0(n — ee). 应 用 Riesz 表示 定理 
k=l 
(定理 2.3.5) 可 知 ， 以 上 事实 等 价 于 
Jf(e,)— f0) (n=), (2.7.2) 
HAPE) 上 的 有 界线 性 泛 函 了 都 成 立 . 也 就 是 用 任意 一 个 f 去 影响 、 作 用 e@， 
之 后 可 与 用 三 影响、 作用 0 之 后 任意 接近 . 在 这 种 意义 下 ,我 们 当然 可 以 说 点 列 
fe } 以 这 种 方式 收敛 于 零 . 受 此 例 的 启发 , 一 般 地 我 们 引入 以 下 “ 弱 收 敛 ”的 概念 . 
定义 2.7.1 设 位 ,| 是 赋 范 空间 中 的 点 列 ， 如 果 存 在 点 ze XX 使 得 
lim fGx,) = f@), Vf e X’, 
则 称 点 列 {x, } 弱 收敛 于 点 x, 记 为 
X, >x (n> °°). 
JkBf, #Kx Æ f, } 的 弱 极 限 . 
应 用 弱 收 敛 的 概念 ， 例 1 中 的 问题 可 表述 成 ， 点 列 fe, } 弱 收敛 于 零 . 
定义 2.7.2 Bix, EREZA X 中 的 点 列 , 称 长 , } 强 收敛 于 点 x, 是 指 
l x, — xl 0 (n > œ), 
并 且 记 为 x 一 一 >x (n — e°). 
显然 , 强 收敛 点 列 的 极限 必 唯 一 .现在 考虑 的 问题 是 : 弱 极 限 是 否 唯一 , 弱 收 敛 
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与 强 收敛 有 何 关系 ， 以 及 弱 收 敛 点 列 有 哪些 性 质 .这 些 问题 将 由 下 面 的 定理 来 回 
答 . 


定理 2.7.3 Wx, } 是 赋 范 线性 空间 中 的 点 列 ， 则 
O E x, —— x (n — eo), x, —" yo (n — e°), li| xx = Yo, 即 弱 极限 是 唯一 


Gü) #Fx, — x (n=), Ml x, —”— x (2 一 co)， 即 强 收敛 草 含 弱 收 敛 ; 
Gi) 若 加 一 “人 为 (一 co)， 则 点 列 长,} 有 界 . 
证 明 G) 由 定义 知 ，VF es X 有 
JG) = lim f(x,) = f(y0). 
TJ ML, fo- y )=0(Vfe X'), BEH 2.2.6 HX = y. 
Gi) H+Vfe X 有 Lp)- fy lll f III x, — xl, 因此 强 收敛 列 含 弱 收 敛 . 
Gi) 应 用 $2.4 中 的 记号 、 结 果 和 共鸣 定理 得 
x, — x (n > e°) 
=> Vf e X", f(x,) — f (x) (n — eo) 
= Vf e X", x” (f) >x” (fn ~) 
= fe X', 数 列 人 *(f) 消 界 


= |] n 
= {fen JEA 


** 
X, 


证 毕 . 
2.7.2 算 子 列 的 强 、 弱 收敛 
定义 2.7.4 8 X,Y 是 赋 范 空间 ， 伺 , } 是 瑟 到 了 的 一 列 有 界线 性 算 子 ， 作 为 
赋 范 空间 BA, Y) 中 的 点 列 ， 位 , AFT ERIT, -T l s (一 co)， 这 时 也 
称 算 子 列 位 , } 以 算 子 范 数 收敛 于 7. 
应 用 范 数 的 定义 
IIT, -TI sup II T,x— Tx l 


lxll=1 
HA, Ir } 以 算 子 范 数 收 化 于 全 当 且 仅 当 位 , } 在 的 单位 球面 
Š =fxe X -|d =1} 
上 一 致 收敛 于 了 ， 即 Ye > 0, 3N, 当 n > N 时 ， 对 一 切 xe S, WA 
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IT x-Txlke. 
因此 ,又 将 “以 算 子 范 数 收敛 " 称 为 “一 致 收敛 ” 
有 许多 问题 说 明 : 算 子 列 的 “一 致 收敛 ”要求 太 强 , 不 能 适应 更 广泛 的 收敛 问题 . 
为 此 ,我 们 引入 以 下 强 、 弱 收敛 的 概念 . 
定义 2.7.5 WT.Te B(X,7) (n=1,2,…)， 定 义 


G) 如 果 Vxe X, RIT, x — Tx (一 co) ， 则 称 算 子 列 位 ,} 强 收敛 于 了 ， 


WAT, —T (n>); 

G) 如 果 Vxze X , 点 列 Tx 一 一 >Tx (n — eo), WRATIHT, } 弱 收敛 于 7 , 
WAT, — T (n— e). 

显然 


T, >T (n>) >T, —T (n 一 co) 一 了 一 “人 7 (n> e°). 
但 反之 不 真 . 
例 2 设 了 X= 了 =1(K)， 对 于 任意 X= (2,25. E X JE X 
T x = (0,0,40, Enti n4277) 
WT, € B(X.,Y)(n=12,::), EHT, ——>0(n >œ). BÆIT, -0l=1. 
其 实 ， 由 于 


1 ran] y" É, 中 <llxll, 


k=n+1 


KET, e B(X,Y) EIT, I< 1. Fet, i YUE, 收 化 可知，I1T,x ll- 0, Bl 


n=1 


IIT x-0. xll— 0 (n — e°). 
ZERAT, } 强 收敛 于 零 算 子 . 另 一 方面 , 对 e, e X Gmip| D, H 
IT e,  ll=1(n=12,::3 
AMIT, È1, T, =1(n=1,2,…). 可 见 全 ,|} 不 一 致 收敛 于 零 算 子 ， Ak, H 
fr mk ek T 不 能 得 到 了 一 致 收敛 了 . 
例 3 X,Y HAPE), Vx= Ge PK), EX 


T,x = (0,0,:- 0,0,0, E) -), 
WT, € B(X,Y) IT, =n =1,2,-) B fT. oqa 0, 但 是 不 强 收敛 于 0. 
=| ATIT]=1. 对 Js PRY = pa, 


ioa Sma 
S= (1 72)， 则 Yxe P (K) 8 


1 
2 


I f TH Tx, f > H Ym, ISI x I P / aa i : 
k=1 k=1 
而 且 
Y Ima, P= Ym P? —>0 (n — e), 
k=i 


i=n+] 


从 而 
fT, — 0 (n > œ), Yf e PERY. 


KE T, x—0 (n > œ), Vxe l’ (K). 由 定义 知 位 ,} 弱 收敛 于 零 . (B E 


殉 尖 天时， 有 

fa 一 Ze = [En -el =V2. 
因此 ,点 列 代 .el} 不 是 基本 列 ， 于 是 它 不 强 收 敛 , 由 定义 知 媚 , } 不 强 收敛 于 零 算 
F. 因此 , HT, 一 ”>7 (n œ) 不 能 得 到 了 一 一 >7 (n — °). 


关于 算 子 列强 收敛 的 条 件 有 
定理 2.7.6 X,Y 为 Banach 空间 ,Te B(X,Y) (n =1,2,---), 则 位 , } 强 收 


敛 的 充 要 条 件 是 
© 1,116 
Gü) WX 的 某 个 笛子 集 DD PHEA, AIT, y amuk S. 
WA (>) 设 工 一 一 T (n 一 %%)， 则 对 任意 xe X WA 
Tx——Tx(n— e°). 
从 而 全 ,x} 有 界 ， 即 sup{liTxll:ne N) < = . 于 是 ,由 共鸣 定理 可 知 ([r,| r 
F, TUORE. 对 于 (i), RER D = X 即 可 . 
(€) 设 条 件 Q@D 与 让 满足， 则 存在 MM > 0 使 得 对 于 ze N 有 


<M. 对 每 


T, 


个 xe D, 由 于 万 =X， 从 而 Ve >0， 在 在 ye DEA- 由 于 点 
列 全 ,y} 收 敛 ， 所 以 它 是 基本 列 . 于 是 , 存在 入 使 得 当 m >n > 时， 有 


[Tny -T,y 


E 
<>. 
3 


因此 , 4 m > n > N 时 ,有 
|r,x -T x| < [Tx _ T, y| + |T, y-T,y 


+ FE, y— T,x| 
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E 
<ir- s+ 


T, 


x-y] 


<€. f 
HA, 点 列 位 ,xj} 为 了 中 的 基本 列 . 由 于 了 完备 MmT aF ye Y. 
定义 Tx = y， 易 见 了 :X 一 了 是 线性 的 且 Vxe XE 


TX T, 


pls mil: 


Fx] = Ni = im S im 
n>% n>% naoa 


. FÆTeB((X,Y). 由 了 的 定义 知 Vxe X 有 


T, 


W: T # 3: R. |r|< lm 


TX 一 Tx (n>). WATIT, } 强 收敛 于 了 证 毕 . 
iË 由 以 上 证 明知 算 子 列 全 ,} 的 强 极限 了 满足 
[|< imr.. 


2.7.3 BFR A5 a- 

有 界线 性 泛 函 列 作为 算 子 列 的 特殊 情形 , 当然 适合 定义 2.7.4. 针对 这 种 特殊 
情况 ， 我 们 引入 以 下 定义 . 

定义 2.7.7 W X 为 赋 范 空间 ， 对 户 <eX "(n=1,2,…) 及 fe 六 ， 定 义 

G) WRI- f0.) WA, } 强 收敛 于 f, WA 


f,— f (n>), 


并 称 了 为 {f,} 的 强 极限 . 

G 如 果 VYxe X EILE- OOP0 一 ceo， 则 称 {F} 弱 *- 收 敛 于 三 , 记 
为 

f,—”— f n>»), 

并 称 S A(S, } 的 弱 *- 极 限 . 

Gü) 如 果 VFe X” 有 F(f.)— F(f)n 一 co)， 则 称 {f } 弱 收敛 于 六， 记 为 

f,—— f (n>), 

并 称 f A {S } 的 弱 极限 . 


由 上 述 定义 可 知 , 泛 函 列 {f,} 的 强 收 仑 与 弱 收 全 都 是 将 它 作为 空间 六 ”的 点 
列 时 的 强 收敛 与 弱 收 敛 . 于 是 由 定理 2.7.3 知 泛 函 列 的 强 、 弱 极限 是 唯一 的 (如 果 
存在 )， 且 强 、 弱 收敛 的 泛 函 将 必 有 界 . 另外 ， 这 里 的 弱 *- 收 敛 实际 上 是 将 泛 函 作 
为 算 子 考虑 时 的 强 收 剑 , 即 逐 点 收敛 . 因此 ， 由 定理 2.7.6 得 到 泛 函 列 弱 *- 收 敛 的 
条 件 . 
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定理 2.7.8 VX X Banach 空间 ，f,e X*(n=1,2,), WAF, } 弱 *- 收 敛 于 
fe X 的 充 要 条 件 是 

G) {if PER: 

Gi) FE X BATE DER Ve DE {Opak 

FERIA T lk ek. Aa, 由 于 考虑 的 对 和 象 不 同 ,同一 概念 可 能 
有 不 同 的 含义 ， 请 大 家 自己 总 结 . 


习题 2.7 

L aih (y, ERER AX 中 的 点 列 ， 证 明 : 
(ü) x —— x @ VT e B(X)#8 Tx,——Tx; 
G) x—— x< fa, pE FA {en SKAF x; 
0G) x — x,y,—— y, MA ty, — Ax+y, rh Ae K. 
2. W H > Hilbert 空间 ， 证 明 : 
O x, — x= Vye HA y) — (x, y); 
(ü) #-F#JT, e B(H) 339iWšK-F T e BI) ENTF 

Vx, ye HAT, x, y) > (Tx, y} ; 
Gü) 泛 函 列 {f,}c H BRAF f e H' WB ,— f. 
3. WX E BF Banach ZF), f, fe X (esN) ， 则 


f,—— f n—<)@ f, — f (n— e°). 
4. 设 1< pq <= + 工 -1 y, E€ [I [a,b] n =1,2,:: °) 且 对 每 个 xe D'[a,b] 
p q 
都 有 
b 
lim f 10y, ar 


(i) 存在 常数 MM > 0, 使 得 


f y,()É dt < M(n=1,2); 
Gi) 存在 ye L[a,b] 1E% Vxe P'[a,b] E 
lim [o y, (Ddt = [o yOdt. 
5,3 X Æ Banach Z), x, € X(n=1,2,), WE: {x,} 弱 收敛 的 充 要 条 件 
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© fn PER: 
Gi) HX ` 0364-8843 h 04882 f # {S ER K 中 收敛 . 


82.8 KHF 


前 面 几 节 中 ， 我 们 讨论 了 有 界线 性 算 子 的 许多 重要 性 质 及 某 些 应 用 . 然而， 
确实 有 许多 线性 算 子 比 有 界线 性 算 子 性 质 更 好 ， 更 便于 研究 .这 就 是 所 谓 的 紧 算 
子 . 


2.8.1 定义 与 例子 
定义 2.8.1 设 义 ,了 ERZE, T: X Y ERHEAT. WETH X PH 


任 一 有 界 集 4 映 成 了 中 的 列 紧 集 7 了 (4) ， 则 称 了 是 紧 线性 算 子 ， 简 称 为 紧 算 子 . 

由 定义 易 知 : 紧 算 子 有 下 面 的 基本 性 质 : 

(1) 紧 算 子 必 为 有 界 算 子 ， 从 而 连续 ; 

D T: X 人 了 是 紧 算 子 等 价 于 7(Sx ) 是 列 紧 集 ， 其 中 

Sx =fxe X: <1} 
EX 中 的 闭 单位 球 . 

EX, 由 于 列 紧 集 必 有 界 (习题 1.1.9), 从 而 紧 算 子 T 了 将 有 界 集 映 成 有 界 集 ， 
因此 是 有 界 的 , 可 见 1 真 . 如 果 人 :X 一 了 为 紧 算 子 , 则 由 定义 知 T(Sx ) 是 了 中 
的 列 紧 集 . 反之 ， 若 T(Sy ) 是 列 紧 集 ， 则 了 必 为 紧 算 子 . 因为 对 和 中 的 任 一 有 
界 集 4 ， 存 在 充分 大 的 正 数 M EMTA C 5x, 从 而 可 知 

T(A)C MTÇ(S,). 
由 于 T(S; ) 列 紧 ， 则 易 见 MT(Sx ) 也 列 紧 . 因此 ,T(A) 为 列 紧 集 的 子 集 ， 它 必然 
是 列 紧 集 ， 故 工 是 紧 算 子 ， 可 见 , 结论 (2) 也 成 立 . 


下 面 介绍 几 个 例子 . 
例 1 W TeB(X,Y) B X 与 了 中 至 少 一 个 是 有 限 维 ， 则 了 紧 算 子 . 


证 明 (1) 如 果 Y 是 有 限 维 赋 范 空间 ， 则 了 中 的 单位 球 8y = 1y:|y|< 11821 
紧 集 (定理 124). HTT(S,)# 3, H 
rdis irll < dirt D, vxe Sx ， 


从 而 
(|+D TS) E Sy. 


因此 (可 |#+D-T(CSx) 列 紧 ， 故 7(Sx ) 也 列 紧 . 从 而 由 上 述 性 质 (2) 知 7 ERAT. 
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(2) # X RARERGTZE, MUT(X) 是 了 的 有 限 维 的 子 空间 ， 由 情形 (]) 
知 : ERX ATX) 上 的 有 界线 性 算 子 , THX 中 的 闭 单位 球 $S; HTX) 中 
的 列 紧 集 7(S )， 因 此 T(Sy ) 也 是 了 中 的 列 紧 和 集 , 故 T 是 紧 算 子 . 

如 果 Te B(X,Y) 的 值 域 T( 革 ) 是 有 限 维 的 , 则 称 T 是 有 限 秩 算 子 . 根据 例 1 
可 知 :有 限 秩 算 子 必 是 紧 算 子 . 

例 2 REE E ARETE A 中 的 线性 无 关 向 量 ,对 

fo fo f, € X*, 
T, x= f(E, Vxe X, 
i=l 


UT, E X 上 的 有 限 秩 算 子 ， 而 且 是 紧 算 子 . 

其 实 ， 由 于 

[ol< (Ssh ed) 

从 而 Te B(X) .又 因为 dimT(X)<n， 从 而 是 有 限 秩 的 ， 故 为 紧 算 子 . 

例 3 设 尺 (5s,?) 是 D=[a,b]x[a,b] 上 的 连续 二 元 函数 ， 定 义 算 子 

T :Cla,b] — Cla,b] 
如 下 ; 
Tat) = xOKs,Dds, vxe Cla,b], 


WT € B(Cla,b]) B.T 是 紧 算 子 . 


2.8.2 ” 紧 算 子 的 性 质 
W X,Y ERZE, M K(X, Y) 表示 一 切 从 闵 到 了 的 紧 算 子 之 集 , 33 X =Y 


t, ü K(X,Y)= K(X). 

定理 282 ”如 果 了 完备 ， 则 天 (X, 了 ) Æ BX, Y) 的 闭 子 空间 . 

证 明 显然 Oe K(X,Y). 设 A, Be K(X,7),Q, 是 任意 非 零 数 , 则 A(S;) 
与 B(S ) 都 是 了 中 的 列 紧 集 . Hu (eA + BB)(Sy ) 中 的 一 个 点 列 

[eA + BB)(x,)}, F x, € Sx (n=12,…). 
因为 Ax, E€ A(Sx) (n=1,2,…), 从 而 它 有 收敛 子 列 {A%x}. 相对 应 的 点 列 
Bx, € B(Sx) (k =1,2,-.) 

也 有 收敛 列 {Bx,, }- 因此 ， [(GA+ BB)x,) AKATI ((aA + BB)x,, }， 故 
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oA + PBe K(X,Y). 
Wk, K(X,Y) 是 B(X,Y) 的 线性 子 空间 . A, € K(X,Y) (2=12…) 且 
A, > Ae B(X,Y)(n— eo), 


则 Ve > 0,3n 使 得 


A, - A| <5. 从 而 对 于 任意 xe Sx 有 
上 4z-4 吉 < 


因为 A 是 紧 算 子 , 所 以 A(Sx) 有 有 限 的 全 -网 : 


{A A XA), 
EP {ntc Sx. WxeS,, 则 存在 1< j < m 使 得 


14z-4 吉 < 5 
因此 | 
lAx- Ax;| <]Ax- Axi +lA x- A. |+|A x -Ax le. 
所 以 {40,4x…4xj 是 4(Sx) 的 有 限 -网 . 可 见 , 4($Sx ) 是 了 中 的 列 紧 集 ， 
故 A 紧 算 子 . M K(X, Y) 是 闭 的 .证 毕 . 

定理 2.8.3 W Ae K(X,Y), WJ 

Gü) 如 果 Be B(Y,Z), Ce B(E,X), WJ BAe K(X,Z) B AC e K(E,Y); 

G) Ae K(Y", X). 

证 明 G) Wk D E X 中 的 有 界 集 ， 则 A(D) 是 了 PEIRE. 设 {By,} 为 
(BA)(D) 中 的 点 列 ， 其 中 yy,} 为 A(D) 的 点 列 ， 由 于 A(D) 列 紧 ， 从 而 存在 
Yn — y (k 一 co) .因为 BB 连续 ， 从 而 
By, > By (k > œ), 

故 (B4)(D) 是 Z 中 的 列 紧 集 ， 因 此 BAE K(X,Z)， 同 理 可 证 ABe K(E,Y) . 

Gi) D E Y" 中 的 有 界 集 ， 则 存在 M >0, ERI 性 M(Vfe D)， 根 
据 定理 1.1.18， 只 要 证 明 ， Ve >0,T (D) 有 有 限 的 E -网 ， 记 

Ss={e X d s1}, 
WS 为 中 的 有 界 集 .由 于 了 了 :X 一 了 是 紧 算 子 ， 从 而 7(S) 是 了 中 的 列 紧 集 ， 


由 定理 1.1.18 知 ， at = u (2 WEER, T(S) 有 有 限 的 -网 : 
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B=, y: y, 1. 

根据 定理 1.1.18 证 明 后 面 的 注 及 推论 2， 可 假设 BCT(S) .于 是 , 存在 8 的 子 集 
fex X, HEI Tx, = y.(i=1,2,…,nn) .因此 ，Vx Ee S,3k e 全 2,…,nj} 使 得 
1 Il Tx — Tx, Ik 77. (2.8.1) 
现 定义 已:7 一 K 如 下 : 

Pf = (f (Tx), f Tx) f x.) = (a` f Wx) (Tf) TS )(x,)) 
从 而 了 为 线性 算 子 ， 且 由 dimK” =n<o 与 例 1 知 ' PP 是 紧 算 子 ,因此 P(D) 是 
KK" 中 的 列 紧 集 于是， 由 定理 1.1.18 的 推论 2 可 知 : a% PD) 含有 有 限 的 
网 {Pf',Pf,…,Pf,}, 其 中 fe D(i=1,2,…,m). A Vf e D,3ie {1,2,…,mj} 
使 得 

|Pf - PF.|< A (2.8.2) 

FEET fT f ET (DRAR E-M. IHE f e D ,由 不 等 式 (2.8.2) 
知 Vke 全 2,…,m}, 有 


IT f(x) -T fr) É < Ñi fTx)- f.Gx,)É =|P(/ — fy < E. 
k=1 


于 是 ,由 (2.8.1) 知 
IT P -TAI 
ATAD -TPED IH T f)G,) — T A 
+T F) -T f) 


< (AIE -Txil EHAE -l 


E E€ E 
<M .— +—+M -— 
4M 4 4M 
3 
=£. 
4 


Bir" f — T s] <Že <E, ATTS T fT f E T (D É) — AHB 


2E -网 ， 故 T"(D) 是 和 "中 的 列 紧 集 . 从 而 T” :7” 一 X 是 紧 算 子 .证 毕 ，. 
推论 1 若 X 为 Banach 空间 ， 则 玉 (X) 是 Banach 代数 B(X) 中 的 闭 的 双 侧 
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理想 ， 即 
G) 若 A,Be K(X), 则 Va, Pe K,GA + fBBe K(X): 
G) 车 Ae K(X), MJVBe B(X),ABSBAe K(X); 
(Gü) # A. E€ K(X)Vne N),A, > Ae B(X)(n >œ), 则 Ae K(X). 


习题 2.8 
1. 设 Te B(X,7) ,证 明 :T 是 有 限 秩 算 子 当 生 仅 当 存在 f,…, fe X" 8 


Y 的 线性 无 关 向 量 61,6,,…,E, 使 得 Tx =Y f EVE X. 


i=l 


2. RETTE K(X), 则 对 于 任 一 K 上 的 多 项 式 P(D) =Y at, 有 


i=1 


P(T) =YaT' e K(X). 
i=1 
3. ZT e B(X) 有 有 界 逆 算 子 ， 证 明 : 
© Te K(X) dim X <=; 
G) Te K(IX)= S = (xe X I|x| =1) < X IX. 
4. 设 Te B(X,Y) EBR: 
© Te K(X,Y)= T(B(0,)) c Y 7%; 
Gü Te K(X, V >T(X) TA. 
5. x, XE X(n =1,2,-) Ex, —— x (n>), VEBH: 
Gü) 如果 Te B(X,Y), 则 Tx, 一 Tx (n>); 
Gi) ET e K(X,Y), ， 则 了 —>Tx (n 一 oo)， 
6. 证 明 例 3 PHETT È Cla b] 上 的 紧 算 子 . 
7. 设 义 是 赋 范 空间 , W F(X)={TITe B(X) B dimT(X) < co} 是 代数 
B(X) 5 K(X) 的 双 侧 理想 . 
8. 证 明 推 论 1. 
9. 设 久 ,了 是 赋 范 空间 , 了 : X 一 了 是 线性 算 子 . 证 明 :T 是 紧 算 子 当 且 仅 当 
X 中 任 一 有 界 点 列 在 T 下 的 像 具 有 收敛 子 列 . 
10. 设 和 ,了 是 赋 范 空间 ，7 : X 一 了 是 线性 算 子 . 证 明 :7 是 紧 算 子 当 且 仅 
当 叉 的 闭 单位 球 T 下 的 像 是 列 紧 集 . 
11. 设 和 ,了 是 Banach šJ, T: X -> 了 是 线性 算 子 .如 果 
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x,— x (n > c) > Tx, ——Tx (n > œ), 


则 称 了 是 全 连续 的 .证 明 : 
(1) 如 果 卫 是 全 连续 的 , 则 它 是 有 界 的 ; 
(2) 如 果 了 是 紧 算 子 , 则 它 必 是 全 连续 的 ; 
(3) ”如 果 头 是 自 有 反 的 且 T 是 全 连续 的 , 则 TT 必 是 紧 算 子 . 
12. 2 X,Y E: Banach 空间 ，T :外 一 了 是 紧 算 子 ,证 明 :7(X) 是 闭 集 当 且 


仅 当 dimT(X)< +. 
13. {fio Sorto ff, gu 8298n} C C[a,b] ,定义 


n b 
ky) = D FOE O) (KP) = [ky)f Ody. 


证 明 : K e B(C[ab]) H K ÆA RIKK. 
14. 定义 


2 
E:T É K) 上 的 紧 算 子 且 其 值 域 不 是 闭 的 . 
15. 设 {a,} 是 的 数列 ,定义 
T (Cs Casts Cpt) = (ŒC GCs, ACn) ， 
给 出 映射 了 成 为 17(K) 上 的 有 界线 性 算 子 的 条 件 , 及 T 成 为 1 (KK) 上 的 紧 算 子 的 


条 件 . 
16. 设 和 ,7 了 是 赋 范 空间 ， 了 : 一 了 是 紧 算 子 , X, EX 的 线性 子 空间 ,证 


HT Æ X, 上 的 限制 了 : X, -> 了 也 是 紧 算 子 . 


1 1 
了 (cc Ce) -ese en ， 
n 
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在 第 二 章 中 ， 我 们 研究 了 赋 范 线性 空间 之 间 的 线性 算 子 的 有 界 性 、 连 续 性 、 
可 逆 性 与 紧 性 等 重要 人 性质. 由 于 讨论 的 算 子 都 是 线性 的 ， 这 就 大 大 地 影响 了 相应 
理论 的 实用 价值 ， 因 为 实际 问题 〈 如 微分 方程 等 ) 中 遇 到 的 算 子 大 都 是 非 线性 
的 . 因此 ， 有 必要 研究 一 下 非 线 性 算 子 的 基本 性 质 ， 从 而 使 得 我 们 的 理论 能 更 广 
泛 地 应 用 到 实际 问题 的 讨论 之 中 ， 

本 章 将 在 前 两 章 的 基础 上 ,介绍 非 线性 泛 函 分 析 中 的 一 些 重要 概念 , 讨论 非 
线性 算 子 的 连续 性 、 有 界 性 、 紧 性 、 导 数 、 积 分 与 微分 等 基本 性 质 . 研究 非 线性 
算 子 的 一 个 重要 方法 ， 就 是 利用 导 算 子 的 概念 将 非 线性 问题 化 为 线性 问题 来 处 
理 . 通过 本 章 的 学 习 ， 大 家 会 看 到 数学 分 析 中 的 许多 重要 概念 〈 积 分 、 导 数 、 中 
值 定理 、Taylor 公式 等 ) 如 何 推广 到 一 般 算 子 上 来 . 同时 ,也 将 看 到 这 些 重 要 的 推 
广 对 于 研究 非 线性 问题 的 重要 作用 . 

如 果 说 线性 泛 函 分 析 是 研究 “直线 与 平面 ”的 推广 , 那么 非 线性 泛 函 分 析 则 是 
研究 “曲线 与 曲面 "的 学 科 . 研究 曲面 的 方法 之 一 是 考虑 其 切 平面 ， 而 处 理 非 线性 
算 子 的 方法 则 考虑 其 导 算 子 . 正 像 曲面 比 平面 复杂 得 多 一 样 ， 非 线性 泛 函 分 析 比 
线性 泛 函 分 析 的 内 容 更 多 、 更 复杂 . 因此 , 本 章 只 能 介绍 一 些 基 本 概念 与 方法 . 有 
兴趣 的 读者 ， 可 参考 有 关 的 专门 书籍 ， 作 进一步 的 学 习 与 研究 . 


83.1 连续 性 与 有 界 性 


3.11 定义 与 例子 
设 忆 与 E, 是 两 个 Banach 空间 , D c E, A: D > E, -ATERA Æ 


RER, ETER D È E 的 线性 子 空间 ). 
定义 3.1.1 车 Xx。e D 且 Ve >0, 35 >0, 使 得 当 xe D B|x—x| < ó Pf, 
恒 有 
|Ax- 4xl<e， 
则 称 A fE x 连续. 如果 A 在 DD 中 的 每 一 点 都 连续 ， 则 称 A 在 D 上 连续 . 
如 果 Ve >0，36>0,， 当 x,x”e D 且 |x -xen EE 
|Ax -Ax<e, 
则 称 A 在 D 上 一 致 连续 . 
如 果 有 4 将 DD 中 的 任 一 有 界 集 映 成 EE, 中 的 有 界 集 ， 则 称 A 在 DD 上 有 界 . 
注 1 如 果 将 算 子 A 看 作 是 从 距离 空间 D 到 距离 空间 E, 的 映射 , 则 这 里 定义 
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的 连续 性 与 第 一 章 中 的 概念 一 致 ， 因 此 ， 定理 1.1.13 也 成 立 . 
注 2 对 于 线性 算 子 来 说 ， 连 续 性 与 有 界 性 是 等 价 的 , 但 对 非 线 性 算 子 却 没 
有 这 种 等 价 关系 , 请 看 下 面 的 两 个 例子 . 
例 工 (连续 但 无 界 的 非 线 性 泛 函 ) 设 
D ={(x,y)e R? I(x, y) = (0,0)), 
定义 f :万 一 及 如 下 : 
1 
JG, y)=—— V(x,y)€ D. 
X +y 
显然 ，f 在 D 上 连续 ， 但 了 将 DD 中 的 有 界 集 
S=[(x,y)e RIO0<x +y <1} 
映 成 了 R 中 的 无 界 集 


O 7 
X 


因此 ，j 是 连续 的 无 界 非 线 性 泛 函 . 
BJ 2 (有 界 但 不 连续 的 非 线性 泛 函 ) 定义 


f : R2 >R, ræ] 
则 了 是 有 界 泛 函 ， 但 不 连续 . 


3.1.2 连续 算 子 的 性 质 

在 一 定 条 件 下 连续 性 可 以 保证 有 界 性 . 

定理 3.1.2 设 A:D 一 ,连续 ，D cE， 则 

© VS CD, A(SND)c AGS); 

Gi) 若 5 为 DD 的 紧 子 集 ， 则 A(5S) 是 E, 中 的 紧 子 集 ; 

Gü) #D É E 的 紧 子 集 ， 则 4 有 界 ; 

Gv) 3 dim E, < % 且 DD 是 闭 集 ， 则 A 有 界 . 

证 明 G) WS c D. W Ax e A(5 门 DD), Rh x, e S, WEE 
x, € Sin =1;2,--) 


<+ el). 


+y? 


L (x,y)e Q’, 
0, (x,y)¢ Q°, 


使 得 
k. 一 如 | — 0(n — œ). 


由 于 4 连续 ， 从 而 
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Ax, > Ax, (n — ee). 
HF Ax, € A(S) (n=1,2,…)， 因 此 Axo € A(S). QE. 

Gi) W.(Ax,) A A(S) 中 的 任 一 无 穷 点 列 ， 其 中 {x,} 为 8 中 的 无 穷 点 列 ， 由 
TS 是 紧 集 ， 因 此 {x,} 有 收敛 子 列 ， 设 x — x (k — so). 因为 5S 是 闭 集 ， 所 
以 x6o € S. 由 4 连续 知 

Ax, > Ax (k — œ). 
可 见 ,{Ax,} ARATI {Ax PRAF Ax e AS). AS) 是 E, 的 紧 子 集 . 

Gi) BS < D 是 有 界 集 , 则 由 定理 1.1.16 知 5 为 列 紧 闭 集 ， 从 而 为 紧 集 . 由 
Gi H ACS) Æ E, 中 的 紧 集 ,从 而 有 界 (习题 1.1.9). 由 于 4(S)JC AS), i A(S) tB 
RARR. KAAR. _ _ 

Gv) ES CD 是 有 界 集 , 则 S c D = DD 是 紧 子 集 (定理 1.2.4). 由 (i) 知 A4(S) 
是 巨 ,中 的 紧 集 ,从 而 是 有 界 集 . 因为 A(S) C A(S), 于 是 A(S) 为 有 界 集 . 故 A 
AF. 


3.1.3 一 类 复合 算 子 的 连续 性 与 有 界 性 
定理 3.1.3 Æ f El[a,b]x (—e,so) 上 连续 的 二 元 实 值 函数 ， 定 义 
(Fe)G)= f(x,9(x)), Vxe[a,b], 
w F : C[a,b] > Cla, b ERBEK. 
证 明 KAUR FER. 由 复合 函数 的 连续 性 知 : 当 pe Cla, b] it, 
Fee C[a,b]. 于 是 ,FF 是 C[a,b5] 到 自身 的 算 子 . 设 
Q, € Cla,b] (n =1,2,-:) BE, > @ (n — e°), 
则 {g,} 为 C[a,b] 中 的 有 界 点 列 . 于 是 , FEM > 0 使 得 
Ip, KM, 19x) EK M (Vxe [a,bl,n=1,2,…). 
由 于 了 在 [a,blx[-M,M] 上 一 致 连续， 从 而 在 [a,b] 上 ,有 
fap, (2) —— f (x,g(x))(n — °°) . 
因此 
Fo, > Fo n — e°). 
w F € Cla,b] 上 连续 . 
FEFA. 设 $ 为 Cla,b] 中 的 有 界 集 ， 则 存在 M > 0， 使 得 
19(x) EM,Voe S, Vxe [a,b]. 
由 于 了 在 [a,5b]x[-M,M] 上 连续 ， 从 而 有 界 即 存在 尺 > 0 ， 使 得 
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I f(x,y) I< K, Vxe [a,b], Vye [-M,M]. 
因此 ， 对 任 一 ge S 有 
I I f(x,9(x) ISK, Vxe [a,b]. 
可 见 | 上 F< K (vgpe S)， 从 而 下 (S) 有 界 . 这 就 证 明了 下 有 界 ， 证 毕 . 
定理 3.1.4 若 了 是 [4,b]x(~eo,co) 上 连续 且 有 界 的 实 值 函 数 ， 定 义 
(Fox) = f (x, @(x)) ; 
则 对 于 任意 的 p,, p€ (1%), HFF: [a,b] Ə— Lla, b ERRER. 

证 明 分 以 下 几 步 完成 . 

ü) Epe D"[a,b], M Foe L” [a,b]. HF otla, b] ETWH a.e. €R, 
因此 (Fp9)(x) = f(x, p(x) E [a,b] Ea. e. HEX. 由 于 了 连续 且 有 界 ， 从 而 只 
要 证 明 Fo Ela, bh] ENW, EWERT L [a,b]. 因为 9 在 fa,b] 上 可 测 ， 由 鲁 
金 定 理 知 存在 闭 集 DD, c [a,b]， 使 得 9 在 D, 上 连续 且 


m[a,b]— mD, <in =1,2,.…). 
n 
$D=ÜD,, W 
n=l 


mD > mD, > mla,b]-} 一 m[a,b] (n — œ). 
n 


因此 ，mD = m[a,b]. 于 是 m([a,b]\D)=0. Vae R 定 义 
A, =[xe D,|f(x,9(x)) >a). 
wA, 可 测 ( 因 g(x) = f (x,g(x)) E D, F3E59). 因此 ， 
(xe DI fœ paza} = Ü A, 
可 测 . 由 于 ae R 任意 ,可知 F9 在 DE 上 可 测 ， 从 而 Fp 在 
[a,b] = DU([a,b]N D) 


上 可 测 . 
G) F: [a,b] > Lla, b ER. 否则 , FEE >0， 及 


Pas Po e Į” [a,b] (n = 1,2, . -) 
使 得 


1 
lp, ~ po ll, = [ l P, (X) -P G) do] ”一 0C0: — e°). 
但 是 ,对 于 任意 ne N 有 
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ep - Føl, =( 和 Gew)-7Gema 六 入 > 


由 习题 1.2.4 知 基本 列 {g, OEFA o, (x)] 使 得 

lim Pp (x)= @ (x), ae. F [a,b]. 
定义 

s, G) =p, 00)- Am 六 

由 上 了 连续 可 知 

g,(x) 0, a.e. F [a, b] (k — eo) . 
易 见 g, Æla, b] 上 可 测 且 

|e, (x)I< QM), Vxe [a,b], k=12,::: 


其 中 
M =sup{! f(x, y)l: xe [a,b], y E (一 ,co)} < >. 
应 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 知 


[e adr > 0k > =), 


Bp 
IZA 一 Fo| 一 0 (k > e°). 
这 与 |Pw, - Fgo|> eo(k =12…) 了 矛盾 WF ER. 
Gi) FAR. 这 是 显然 的 ， 因 为 


1 


Yge L [a,b], Fol, S(b- a)” M . 


习题 3.1 
1. EVA: C[a,b] 一 C[a,b] I F: 
(AFX =1+ fGa)+ f?(x), Vxe [a,b], 

WH: 4 是 连续 的 有 界 非 线性 算 子 . 

2. 定义 (RR) 到 六 (R) 的 算 子 和 A 如 下 ; 

A(x, X331) = (x, Sin x, x, Sin x,,-: °) 
证 明 ，A 是 连续 有 界 非 线性 算 子 且 Vxe P (R), # 
lx] < |- 
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3. 定义 三 :三 (R) 一 R # F: 
f= F kr,» Vx=(x,x,,: JE PR). 
k=1 
其 中 
0 |x, <1 
= 0,1 x, l-1} = , EO? 
n =max{0,ix, 1-1) | Ix, P 1 
证 明 : 了 是 连续 的 无 界 非 线性 泛 函 . 
4. 设 巨 为 完备 赋 范 线性 空间 ， 定 义 A:E 一 为 
Ax=||: x, Vx€ E, 
则 A 是 连续 的 有 界 非 线性 算 子 ， 
5. 8 X J: Banach 空间 且 
D=(Te B(X):|T|<1}. 
定义 
AT =(I-T)` = YT: (VTe D), 
k=0 


证 明 A:D 一 B(X) 是 连续 的 无 界 非 线性 算 子 . 
(提示 : WEI AT, — AT, IHI (AT, XT, -T,XAT,) I) 
6. 设 算 子 4 :D -> EE, 连续 (n =1,2…) 且 A:D > EWE 
limsup|A,x—Ax|=0. 
n> xe D 
证 明 ，4 连续 ， 
7. 设 算 子 A:D — E, 连 续 旦 DD 是 巨 的 紧 子 集 ， 则 A 必 一 致 连续 . 
8. 设 算 子 4: 万 一 玖 在 meDD 处 连续 ， 则 存在 M >0 及 65.>0 使 得 当 
xe D Rllx—x l< ó FF, #'l Ax l< M . 
9. 设 算 子 A,B: D — E, #E x, € D 处 连续 ， 则 
| A+ B,aA : D >E, 
都 在 x 连续 ， 其 中 
(A+ B)x= Ax+ Bx, (GA)x = aAx(Vxe D,Vae K). 
10. 设 E, 是 Banach RACE X 2.1.6) A,B: D 一 EE, 在 xo ED 连续 ， 则 
AxB:D >E, 
在 2 连续， 其 中 (4xB)(z) = (Ax)(Bx),vxe D. 
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$3.2” 紧 性 与 全 连续 性 


3.2.1 定义 与 基本 性 质 

RE 5E, ÆA Banach F0, DCE; A: D 一 ,是 任 一 算 子 . 

定义 3.2.1 若 4 将 刀 中 的 任 一 有 界 集 S 映 成 E, PEIRE AS), WE 
A :DD — EE, 是 紧 算 子 . 如 果 A 是 连续 的 紧 算 子 ， 则 称 A 是 全 连续 算 子 . 

显然 ， 紧 算 子 必 有 界 ; A 是 紧 算 子 当 且 仅 当 中 任何 有 界 点 列 {x,} 的 像 
(Ax, 有 收敛 子 列 . 

非 线性 紧 算 子 与 线性 紧 算 子 有 类 似 的 性 质 . 

定理 3.2.2 W EE, E, X Banach 空间 ，D cE. 对 算 子 A:D — E,, 
B: E, > E,, 有 

G) 车 A 为 紧 算 子 且 B 连 续 ， 则 BA 是 紧 算 子 . 

G) 若 A 有 界 且 B 是 紧 算 子 ， 则 BA 是 紧 算 子 . 

Gü) 车 A 与 C:D — E, 都 是 紧 的 ， 则 ah + BC 是 紧 算 子 ， 其 中 ,pe K. 

证 明 G) 设 $ 为 DD 中 的 有 界 集 , NACS) A E, 中 的 列 紧 集 . TEAS) 是 列 
紧 闭 集 ， 从 而 为 紧 集 ， 因 为 B 连续 ， 从 而 由 定理 3.1.2 4 BAG) E E, PHS 
集 . 故 

(BAXS) = B(A(S)) < B(A(S)) 
是 列 紧 集 (定理 1.1.16). 因此 BA 是 紧 算 子 . 

Gi) WS cD 是 有 界 集 ， 则 A(S) 是 E, 中 的 有 界 集 .由 于 B 是 紧 算 子 ， 从 而 
(BAXS) = B(A(S) 是 EE 中 的 列 紧 集 ， 故 BA ERAF. 

Gü) 设 {x,} 为 思 中 的 有 界 点 列 ， 因 为 A 为 紧 算 子 ， 从 而 {Ax, } 有 收敛 子 列 
(Ax, Ji Ax, — yo (k — s) X. ix, 也 是 万 中 的 有 界 点 列 且 C 也 是 紧 算 子 ， 
从 而 存在 子 列 {o, J 

Cx — z € E, (í — œ). 
故 | 
(QA + BC)x,, = QAX, + BCx,, — Yo + Zo (i — œ) . 
因此 ，{(Q4 + BC)x,} BRATI] A+ BC 是 紧 算 子 . 
关于 全 连续 算 子 列 的 极限 运算 有 . 
定理 3.2.3 设 A,:D 一 ,是 全 连续 算 子 (n=1,2,…) 且 A:D 一 > EE, 是 一 算 
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F. 如 果 对 任何 有 界 集 $ CD， 在 S$ 上 有 
|4 x- 4 二 一 0 (n=), 
即 Vee0，3N， 当 1 > N 时 ， 对 一 切 xe SH 
|Ax- Ax] < z, 
MJA: D — ,全 连续 . 
证 明 先 证 明 A 是 连续 算 子 . 设 x,e D(n=0,1,2,…) 且 x 一 weD， 则 
S = {Xo X1, X...) 
是 忆 中 的 有 界 集 ， 于 是 对 任意 E>0，3N 使 得 
law — Ax.|< 5 (k=0.12,-3. 
HFA 连续 ， 于 是 存在 天 , ， 使 得 当 上 > K 时， 有 


[Axx 一 Ayx| < 3 . 


从 而 当 上 > K it, S 
Ax, ~ Axo] S|Ax - Ayx l|+ Ayx -Avol 
+|Ayx — Ax] 
<E+2+2-e 
3 3 
因此 ，A 连续 . 


再 证 4 是 紧 算 子 . wS 为 DD 中 的 任 一 有 界 集 ，VEe >0， 由 假设 可 知 存在 茶 


个 nn 使 得 
IA ,x-Axlke, Vxe S. 


ik Axe B(A.x,g) (Vxe S). 由 此 可 见 ，A,(5) Æ ACS) 的 列 紧 -网 .由 定理 
1.1.18 的 推论 1 知 : A(5) 列 紧 ( 注 意 : 定义 A:D 一 EE, 是 紧 算 子 时 要 求 空间 
EE 都 完备 ). Kit, ARRAT. 证 毕 . 


3.2.2 全 连续 算 子 的 结构 
定理 3.2.4 W.A: D 一 EE, 的 定义 域 D 有 界 ， 则 以 下 等 价 : 


GD A:D 一 ,全 连续 . 
G) Ve > 0， 存 在 连续 且 有 界 算 子 A, : D — E, 使 得 
|Ax-Ax|<e, Vxe D. 
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Ep E, EE, 的 某 个 有 限 维 子 空间 . 
Gü) 存在 连续 且 有 界 算 子 A, : D — E 使 得 
Ax = Y Ax 
n=0 
在 刀 上 一 致 地 成 立 且 |4 二 < 方 (Vxe D,n=1,2,…) JEP EO Æ E, 的 有 限 维 


子 空间 . 
证 明 G) > GOD HT D# B A 全 连续 ， 从 而 AD) 是 ,中 的 列 紧 集 . 故 
Ve >0，3y,y,,…, y, E E, 848 


A(D) CUB(y ,e) (定理 1.1.18). 
i=1 
HME, 表示 由 Yo Yot Y, ERHI E, 的 子 空 间 ， 则 
dim E, <n <=. 
Vye E,, $ 
d,(y)= max{£- ll y- y; 1I,0}, (=1,2,.…,n). 
显然 ，d; : E, > 及 连续 、 非 负 且 在 开 球 B(y,,£g) 内 为 正 . 令 
d(y) => d, (y) (ye E,), 
大 = 


-y|<#, Amid (Ax)>0. 因此 
d(Ax) > 0(xe D). 


则 当 xe D hF, VERA y, 


令 


V 
A,x= Tx J ED xe D. 


WA, :D> E, 连续 , 由 于 当 14xz-y lZer, d,(Ax)=0, Ai, 4 xe D 


l4z-4 才 = 


MN -y) 


=x] 


<7 < 


由 于 4(D) 列 紧 ， 故 A(D) 有 界 . < 
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|Ax|< M (vxe D). 
由 以 上 不 等 式 可 知 
[4.x|<|Asx—Ax|+|Ax|<e+M, Vxe D. 
A, A (D) 是 有 界 集 ， 故 A。 是 有 界 算 子 . 
Gi) => Gü) 由 (可 知 ， 存 在 连续 是 有 界 算 子 妃 :万 一 万 ,使 得 


|Ax- B,x ， Vxe D, n=0,12,:::, 


2 
Et H, m = 0,1,2,…) Æ E, HERETER. $ 

A =B>- EO =H,, 

A =B, -已 (=12…)， 

E® ={x-ylxe H, ye H,i}(n=1,2,……). 
BA, dimE® <œ, A, :DD E) (n = 0,1,2,…) 连续 且 有 界 . 由 于 


1 
< ont 


Bx= A,x (Vxe D), 


i=0 
从 而 对 于 任意 xe D 有 | 
É - S Ax =|Ax-B,x|< = (n=0.1,2,--. 
i=0 
因此 , g Y) A,x 在 DD 上 一 致 收 于 Ax, 即 Ax = Y A,x fE D F—SR Y, 
n=0 n=0 
后 ，vxe D, 有 
|4*|=|B,x—B, 
<|B.x- Ax|+|Ax- B,_.a| 
1 1 1 
< Jea t mt < > (n=12,:::) . 
GSO 设 GiD 满 中 ,对 任意 的 e>0， 取 自然 数 7 E- < z. $ 


B, -YA , 


i=0 


WB, :D — G, 连续 且 有 界 算 子 ,其 中 
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G, -| ly, e EP Os; =n) 


i=0 
E E, 的 有 限 维 子 空间 . 当 xe D bi, 有 
H B, (D): A(D) BJ 8 -网 . X B, (D) 是 有 限 维 空间 G, 中 的 有 界 集 ， 从 而 是 列 
紧 集 (定理 1.2.4)， 再 由 定理 1.1.18 的 推论 1 知 A(D) 是 列 紧 集 ， 设 5 为 DD 的 任 
一 有 界 子 集 ， WAS) EIRE AD) 的 子 集 ， 从 而 列 紧 ， 因 此 A 是 紧 算 子 . 由 


TA WB: B Y A,x 在 D 上 一 致 收敛 于 Ax， 则 用 类 似 于 数学 分 析 中 的 方法 可 证 
n=0 


A 也 连续 ， 故 A 是 全 连续 的 ,证 毕 . 

WRAT A: D > E, WER AD) 能 包含 在 E, 的 某 个 有 限 维 子 空间 之 中 ， 
则 称 算 子 A 是 有 限 维 算 子 . 显然 ,连续 且 有 界 的 有 限 维 算 子 必 有 是 全 连续 的 . 定 
理 3.2.4 告诉 我 们 : 全 连续 算 子 可 用 连续 、 有 界 的 有 限 维 算 子 列 一 致 逼近 ， 

最 后 ， 再 介绍 一 个 重要 例子 . 

例 1 设 函 数 f :la,b]x (0,20) 一 (-,o) 连 续 且 有 连续 的 偏 导 数 ， 令 


D={9e C'[a,b]:ll g ll<1) < Cla,b] 


|x 一 如 x 


A,x 
I 


~ 1 1 
< 2 yT LE 


i=n + 


定义 
(Foa) = f(x,9(x), Vee D, 
J F : D — C[a,bl 全 连续 . 
证 明 由 定理 3.1.3 4 F :Cla,b] — C[a,b] 连 续 且 有 界 ， 从 而 限制 在 D 上 ， 
下 也 是 连续 且 有 界 的 .如 果 S c D 是 有 界 集 ， 则 FF(S) 是 Cla,b] 中 的 有 界 集 ， 
下 面 证 明 F(S) 等 度 连 续 ( 定 理 1.1.18 的 推论 3). Voe S Rxx e [a,b], 应 用 
微分 中 值 定理 可 知 ， 
I(Fe)(x,)— (Fox) = (FØ) l- lx, -x l. 
其 中 此 位 于 Xi 与 六 之 间 . 由 于 S 有 界 ， 从 而 存在 M > 0 使 得 
voesSs, lox) kK M (xe [a,b]) . 
又 因为 f 在 [a,b]x[-M,M] 上 偏 导 连 续 ， 于 是 存在 居 > 0 使 得 
(f(x,p0)NSK, If pa S K, Vxe [a,b], 
从 而 V9eS, 有 
IEO EH F.E oE + f, (Z, PEDE (OE 2K , 
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KE, Voe S K Vx,,xi € [a,b], 有 
| (Fox) ~ (Fe)(x) IS 2K:| x, —x I 
由 此 可 知 (5) 等 度 连 续 . AE F(S) Æ Cla, b] Bp) E, 从 而 下 是 紧 算 子 . 故 
F 是 全 连续 的 . 
习题 3.2 
l. 设 A:D > E, 是 有 限 维 算 子 ,证 明 : 
(1) ARRATS A 有 界 ， 
(2) A 全 连续 <> 4 连续 且 有 界 . 
2. RA:D>E,, B:E,— E, 是 两 个 算 子 , 证明: 若 4 全 连续 且 B 连 
续 ， 则 BA : D — E, 全 连续 . 车 A 连续 且 有 界 ， 而 B 全 连续 ， 则 BA 全 连续 . 
3. 若 算 子 A,B: D 一 E, 全 连续 ， 则 VQ, Be KK,ah+ fB 也 是 全 连续 的 
4. ATA, : D > ,是 紧 算 子 (n=1,2,…)，A:D -EF, 满 足 : 
limsupll A,x — Ax l= 0, 


n—° reD 
证 明 ; A 是 紧 算 子 . 
5. 8 K(x, y,u):[a,b]x[a,b]x(-%,%) 一 RR! 连续， 定义 
(ro) = | Kay, pdy, Ype Cla,b]. 
证 明 : TT 是 C[a,b] 到 自身 的 全 连续 算 子 . 
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i E Æ Banach 空间 ，D CK =C 或 人 R， 则 称 任 一 算 子 A:D > E Ah 2. 
函数 . 如 果 D Cc R， 则 称 A 是 实 变 抽象 函数 ， 如 果 D c C， 则 称 A 是 复 变 抽 象 
函数 ， 本 节 将 实 变 、 复 变 函 数 的 导数 概念 推广 到 一 般 抽 象 函数 ， 


3.3.1 实 变 抽象 函数 的 导数 
本 节 恒 设 五 是 实 的 Banach ZH, [a,b] £ R 中 的 闲 区 间 . 


定义 3.3.1 设 x:[a,b] >E, t€ [a,b]. WR Iy, € EE 使 得 
x(to + Af)— x(fo) _ |- 0 

— A yo , 

则 称 抽 象 函数 x 在 加 点 可 微 或 可 导 ， 且 称 y 是 X 在 加 处 的 导数 ， 记 为 六 (to)， 即 


lim 
Ar—0| 
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x) = lim x(to + At) — x(t, ) | 
At—0 At 
车 x 在 [a, 如 的 每 个 点 可 微 (在 a 右 可 微 ，b 点 左 可 微 )， 则 称 x 在 [qa,b] 上 可 微 ， 
此 时 , 称 函数 1 > x 人 (1) :[a,b] > E Ær HERA, 它 是 一 个 新 的 抽象 函数 . 因此 ， 
还 可 定义 x 的 二 阶 导 数 x(1) = (Xx(1)) ， 等 等 一般 地 x 在 刀 处 的 n 阶 导数 定义 
为 
xP Cto) =PO ` 
定理 3.3.2 设 x,y:[a,b] 一 是 实 变 抽象 函数 . 
G) #x Et Ela, b] Em, R xE t EE; 
Gi) 车 x,y 在 the [a,b] 可 微 ， 定 义 
(x+ yt) = x(t) + y(t), 
M x+ y fEt THE (x + y), ) = XG, )+ yC); 
Gii) 若 五 是 实 Banach (RZ Hx, y Æt € [a,b] iba, W 
(xy)G@) = x(t)y(t) 
在 为 处 可 微 且 
GD) (t) = X(t0) y(t0) + x(to) y(t0); 
Gv) 车 x 在 [4a,b] 上 连续 、 在 (a,b) 内 可 微 ， 则 存在 Ee (a,b) 使 得 
x) -x <s Ne -0); 
v) 车 x 在 he [a,b] Tk, W|Vfe E"， 有 
f ox:la,b]— R 
fE to EAE (f o xY) = f(x (10)). 
证 阴 O Wr ela, bln =12…)， limż, =t(t, # t), M 


[xe ) -x)= ln- tol 


X(t, ) — X(to) 

t, 一 加 

一 | 外 0=0C °). 

因此 ， lim x(t,) = (t) - 故 X 在 加 处 连续 . 
Gi) 因为 当 At 一 0 时 ,有 

(x+ y)( +At)- (x+ Yta) _ 


At (xz (t) + y (to)) 
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< X(t, + 5 — X(to) + ya) 


_ yG +Arr) — Yo) _ 
x (to) A 


一 0, 
Aü x+ y Et TAEA (x + y)(,) =x a)y (t). 
(ü) 记 
a= X(to + s — X(t0) _x(1), B= Y(t + 52 一 yo) _ yG), 
则 由 介 知 : 当 Ar 一 0 时 ,有 
(xXy)(1o + At)—(xy)(t) 
At 

<|oyG, + At) + x A| + 

<le- lye + aD + lel: e+ 

— 0. 
Ék xy E t. Aea, H 

(xy) 10) = x (10) y(t0) + x(to)y (to). 
Gv) 由 Hahn-Banach 定理 知 : 存在 fe EE 使 | f=1 且 
f(x(b)—x(a)) = |x(b) — xla), 
Se= 了 (x(1), M| g Elab] PEREA (a,b) 由 可 微 . 由 数学 分 析 中 的 中 值 
定理 可 知 :存在 Ce (a,b) ， 使 得 
g(b)—-g(a)=g'(@):(b-a). 
BI gE) = f(x(6))， 从 而 
ll x(b) — x(a) i= g(b)— g(a) 
= f(x (Eb -a). 
<ll x (£) | (b-a). 


一 x(t) Y) = xX(t)y (to) 


XY + At) — y(to 六 
x (to)|: [yG + A) — yG)| 


(v) 显然 . 证 毕 . 
定理 3.3.3 设 
x(t) = (h (,h,(t)) ， 
EP hh :[a,8] Ə R, M| x:[a,b] R? Et e [a,b] TAER h 5 h, E 
Ío 可 微 ; 此 时 ， xh) = (h(t ), kt) . 
证 明 (—) iZ xfEi 可 微 ， 且 x(t)=(4, B)， 则 由 定理 3.3.2 (V) 知 ; 
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Vf =(&, pje (R2)', f ox#Et THE 
(f o xY) = fF) = f(A,B)=oA+ PB. 
E f = (10) 31h (0) = F) E t, TAE h0) = A . 同 理 思 (1) 在 ti 处 可 微 且 
hit )=B. 
(=) 这 时 , 4At 一 0 时 , 有 
X(to + Ar) — X(t0) 


At 
—— be tanzen’ 
At ; At 
> (hi Cto), h3 (1). 


故 x 在 如 处 可 微 且 X(to) = (有 (to), 及 (to)) . 证 毕 . 
B 2x4) =(t,sint), MJx:[a,b] — R? THE 
x(t) = (2t,cost) (a <t <b). 

Bye) = (tlt), My Et =0 处 不 可 微 . 


3.3.2 ” 复 变 抽象 函数 的 导数 
WG 是 复 平面 上 FC 上 的 非 空 开 集 ， 瓦 是 复 Banach 空间 ，x:G —Ə— ERES 
抽象 函数 . 
定义 3.3.4 RAEG. 如 果 存 在 ye 五 使 得 
lim X(N + AA)— x(A,) -y 
AL? 一 0 AA 
WIERK x E 4, 处 可 微 且 称 y, A x TEA RFR WA x (A. BH 
x(Á, +AA) -xA ) 
AÀ l 
如 果 x 在 G 内 每 一 点 都 可 微 ， 则 称 x 在 G 内 解析 . 
显然 ， 复 变 抽象 函数 也 具有 类 似 于 定理 3.3.2 中 的 性 质 , 但 性 质 (iv) 不 再 有 ， 
因 复 变 函 数 中 没有 中 值 定理 ， 又 ( 首 ) 中 的 请 应 为 复 Banach 代数 . 特别 ， 若 


x:G 一 解析， 则 Vf e E", 


=0, 


X (4o) = 了 mm 


f°x:G— C 
是 通常 的 解析 函数 ， 且 (fo。x)(4)= fA). VAeG. 由 此 可 证 ， 抽 象 解析 
函数 具有 通常 解析 函数 的 许多 性 质 ， 下 面 的 刘 维 尔 (Liouvile) 定 理 就 是 一 例 . 
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定理 3.3.5 (Liouville) # x: C — E 8 B. x(C) 有 界 ， 则 关 必 为 常 值 函数 ， 
MEE yoe EE ， 使 得 x(4) = mm(Y4eC)， 

证 明 任 取 feE ， 则 fox:C 一 C 解 析 ， 从 而 是 一 个 整 函 数 且 有 界 ， 由 
复 变 函数 论 中 的 相应 定理 知 ， 存 在 复 常 数 A 使 得 

(fox)(4)= fA, VAeC. 
从 而 
f(x(A)—x(0))=0, vieC, Vfe E`. 

由 定理 2.2.6 知 x(4) 一 x(0) 三 0， 即 x(4)=x(0)，VAhAe C. 证 毕 . 

应 用 以 上 的 Liouville 定理 ， 可 以 证 明 算 子 谱 论 中 的 一 个 重要 定理 ， 即 

定理 3.3.6 12 X ES Banach ZEH X z (0), Te B(X), W 


© p(T)= {he CIAU -T 存在 且 有 界 } 是 C 中 的 开 子 集 ; 
Gi) ó:4 > R, =(AI—T) 是 p(T) 到 B(X) 中 的 抽象 解析 函数 ， 且 


R 
(A) = a =—(R,)2, VAe p(T); 


Gii) o(T)= pT) =C\p(7) 非 空 . 

证 明 G) 设 ?e p(T)， 算 子 5, = 和 1 一 了 有 有 界 逆 算 子 .由 定理 2.5.3 的 
推论 1 可知: 当 Se B(X) H 

IIS — S, IKII Sç! I 
时 ，S 有 有 界 逆 算 子 ， 由 于 当 14 一 KIS 时 ， 
IAIL -T)-— S, lH A- A lal Sç I . 

因此 ,A —T FF pm Pr F.W 48 pT). TRAA p(T) 的 内 点 . W p(T) Jš 
开 集 . 

G) ZA e p(T)，56 = 4AI-T,M HHG 8JuEB ES ESE 2.5.3 的 推论 1 可 知 
X1 4 -A kall Sç I! Bf, 

R, =A -T =F A-A) R". 
n=0 

FÆ MIA- À, KIS IHI R. I! Bf, 


Ri -R3 ñ ° n 
——— +R; |< A- 
A-A + + >l Al 


n+l 


Ra 
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3 
_ -2a 
1-4-4 [R] 
因此 ， 
. |R, -R, 
lim 1A -(-R; )|=0. 
HACA) = R, E A ETTE o (A) = 一 Ri. 这 就 证 明了 9 在 p(T) 内 解析 且 
dR, g 
da Ri (Ae p(T)). 


Gü) I&#i% o(T)=@, 则 pC)=C. H Gii oA) = R, 在 整个 平面 上 解 


Ër. MEAC 有 界 . 当 | ITI +1 R}, alr <1. 所 以 ,由 定理 2.5.3 知 


1 
141-IITH <1 
XAA g: D={Ae CI AISIT I +1] — B(X) 85 B D E C 中 的 紧 子 集 , 所 以 
由 定理 3.1.2 知 儿 有 界 ， 从 而 存在 M >0, AHJA r+, 有 
IAAI M . 

故 VAe C, lló(A)llS1+M . 由 Liouville 定理 (定理 3.3.5) 知 : 存在 Ae B(X) 
使 得 ，VAe C, ó(A)= A. 由 上 面 的 估计 可 知 

lim li¢(WDIEO0, 


IAAD IHI A — AT kK 


因此 ,4=0, 即 (人 -7) =0(VAe C). 从 而 
T=(4 -7)- (A4 ~-T)=0. 
这 也 就 是 说 ，Vxe X, x=Ix=0x=0, ÉE X z (0136. 证 毕 . 
定理 3.3.6 中 给 出 的 复数 集 
pG) = (Ae CI (QI -7) 存在 且 有 界 } 
与 
o(T)=C\p(T)= (Ae CIA -T X4 33MWALT-] 
分 别称 为 算 子 Te B(X) 的 正则 集 与 谱 . 由 定理 2.5.3 的 推论 2 知 当 |4 beli T I! f, 
Ae p(T)， 从 而 o(T) 是 有 界 闭 集 ， 因 此 o(T) 是 复 平面 C 的 非 空 紧 子 集 ， 而 
p(T) 是 无 界 开 集 . 
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习题 3.3 
1 设 x:[a,b] 一 在 t, 处 可 微 , 则 YT e B(E,F), T o x: [a,b] — F EE t, 
可 微 且 
(TX (ta) = Txt). 
2. 设 x:[a,b] 一 EE 有 连续 的 n+1 阶 导数 ， 则 Vt,t6e€ (a,b) EEE (a,b) 
使 得 


-FELN 


< k! 
1 (n+1 n+l 
Si” (GIESA 
3. 设 x(1) = (t,t,t) (a <t<b), 证 明 x:[a,b] — R? TAE 
XO = (1,21,31°), Vt e [a,b]. 
4. 设 G CC 是 非 空 开 集 ， 
x(N) = (h (4), h, (ND),…,h, (A) 
其 中 4e G, h(A) (<i<n) 是 G 上 定义 的 复 值 函 数 . 证 明 :x 在 如 eG 处 可 
Ë R x(A)= (A.,A,,:::, A.) 4 R (X24884 h, : G — C 可 微 且 
hi (A) = A, (=1,2,…,n). 


$3.4 ”抽象 函数 的 积分 


3.4.1 定义 
本 节 设 EE 是 Banach 空间 . 
定义 3.4.1 设 x:[a,b] 忆 记 是 一 实 变 抽象 函数 , 对 [a,b] 的 任 一 分 划 


T = [tt tn ) ,其 中 
a=t, <t, < <t, <t, <+ <t, =b. 
记 
At =h- G =12,-..) , |r|=maxAtr,. 
ERE E lat ERAM 


o= Sxl, )At, . 
i=1 
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车 当 | 一 0 时 ， 有 ||o 一 嘎 一 0, 其 中 Te EE 与 分 划 T 及 点 点 ( 叫 介 点 ) 的 选取 都 
无 关 ， 则 称 x 在 [a,5] 上 Riemann 可 积 , 简称 可 积 ， 且 称 元素 Je EE 是 x 在 [a,b] 
上 的 Riemann 积分 , 简称 积分 ， 记 为 [oat 即 


[ayar = 和 zx )Ar . 


3.4.2 可 积 条 件 

由 于 抽象 函数 x 的 函数 值 x(1) 是 一 般 向 量 ， 没 有 大 、 小 关系 ， 故 不 能 像 数学 
分 析 中 那样 , 用 大 和 、 小 和 的 方法 讨论 抽象 函数 的 可 积 性 . 下面 的 定理 是 判别 可 
积 性 的 一 个 较 好 方法 ， 它 类 似 于 极限 理论 中 的 Cauchy 准则 . 

定理 3.4.2 抽象 函数 x:[a,b] > 已 可 积 当 且 仅 当 对 任意 的 E> 0,36 >0 使 


得 对 [a, 妇 任意 两 个 分 划 人 与 也 , [r|< ó 且 人 局 |< 3 时 ，x 关 于 也 与 也 的 任 
意 积分 和 ai 与 o, 都 满足 la - oz| < e 
证 明 (>) 设 7= | x(Ddt， 则 任意 的 E > 0，39 >0 使 得 对 [a,5] 的 任 一 


分 划 T， 只 要 上 7|<5， 就 有 |o 一 直 <， 其 中 Go 是 x 关于 的 任 一 积分 和 . 于 


z, w[r|<¿j, [r,|< 56 时， x 关于 工 与 7 的 任意 积分 和 Go 与 0 满足 
lo -aslo -+ -ol 


=E. 
(=) 用 T 中 表示 区 间 [a,b] 的 nn 等 分 分 划 ， 取 介 点 为 右 端点 并 作 积 分 和 
GO (n=1,2,…) .显然 ， 


从 而 由 假定 知 :|， YE > 0，3N， 当 m,n > 和 时 ,有 
|> - cÍ" <E. 
由 此 可 见 , RAAI (ot?) Æ Banach 空间 巨 中 的 基本 列 .于 是 存在 Te EË 
o” -Iļ|=0. 


b-a 


T®|=— >00 (n>). 
n 


f lim 
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由 假定 知 : Ve > 0,， 3ó > 0 使 得 对 [a, 妇 任意 两 个 分 划 也 与 也 , 4 || < ó 
HE|r,|< 8 时 ，z* 关 于 们 与 丈 的 任意 积分 和 ai 50, 都 满足 
lc -ol<e. 
现在 任 取 [a, 刀 ] 的 一 个 分 划 T ,使 得 | 了 |<56. 再 取 自然 数 n 使 得 
对 x 关于 了 所 做 的 任 一 积分 和 0o ,都 有 


pro 


T®|<8. TE. 


<€, 


因此 
le-isle-o®|+lo®-d|<2e. 


故 limjo 一 了 |=0. 这 就 证 明了 x 在 [a, 吕 可 积 且 [xDdr=7. 

定理 3.4.2 车 x 在 [gq,] 可 积 , 则 x 在 [a,b] 上 有 界 . 

证 明 设 | x(D)di = 了 ， 则 由 候 定 可 知 :对 6 =1， 存 在 [4,b] 的 分 刘 

了 = 人 
使 得 x 关于 了 的 任 一 积分 和 o 满足 |o 一 川 <1， 从 而 
lo|<1+|z. 
另 一 方面 ， 3 xfE[a,b] EER, Wx BERATER h] 上 无 界 . 任 取 
¿ € [tt] €+ k), 


+| 


记 
G= Frea, 
izk 
由 于 X 在 [1 aot] EER, MYM > 0, FEG, e [tt] E 
M +G 
ke Te 


于 是 , 积分 和 Go = 5 (EA, 满足 


>M. 


jola kevan- yao, 


从 而 MM <|I|+1 (VM > 0) ， 这 显然 不 可 能 . 因此 x 必 有 界 . 证 毕 . 
注 定理 3.4.2 RARR. 例如 ，Dirichlet 函数 
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Xo :la,b] > R 


有 界 但 不 可 积 . 
下 面 的 定理 给 出 了 可 积 的 一 个 充分 条 件 . 
定理 3.4.3 若 x:[a,b] — E 连续， 则 x 在 [a,b] 上 可 积 . 


证 明 由 于 x 在 [a,b] 上 连续 ， 则 一 致 连续 (习题 3.1.7. 因此 ，Ve > 0， 
36>0， 当 ft,f"e [a,b] 且 满足 |f -t l< ó Pf, 有 
e- x < a D 


EN. T, E [a,b] KAASE BIT, <ó, IT, ik. 对 x 关于 TT， T, 的 任意 积 
分 和 ai,O W 


=Y x(E)AL,. 
i=1 
设 卫 是 工 与 工 的 合并 ， 视 石 是 在 的 基础 上 ， 青 将 [t,ti] 划分 为 : 
ta = hosta < <t, =h (=1,2,.…,n). 
令 


n k 
G, = > xlt, t —t, ja) , 


i=l j=l 


则 Go, 是 x 关于 人 的 一 个 积分 和 , B 
n k, 
lo, -oil = 总 ee =x Ey tya) 


i=] j=l 


< $È kE- ) OF —t, ja) 
“ 28- E $S- fija) 


i=} j=l 


E 


2 
同 理 可 得 1 or, — G, k$. 故 


le -osle=-ol+lo -ol<e. 
因此 ,由 定理 3.4.1 可 知 : x 在 [a,b] 上 可 积 . 
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3.4.3 ”运算 性 质 
定理 3.4.4 W x, x, x, :[a,b] > E 2, G, e R, WJ 
G) ax + Ax, #E[a,b] ETIR, B 


[ex + A Odi = a fxd + 8 [e Oar; 
的 KOJE btaa, 县 | xd < [zolear 
Gü) Vf e E", f ox 在 [a,b] 上 可 积 , H 
Treo)d= fe fxd); 


(i) Vce (a,b) E 
[x@War = [x(ar+ xde. 
证 明 人 )-(ii) 显 然 . FEG. 任 取 fe E"， 由 Gi 让 及 定 积分 的 相应 性 质 知 
Fodd = [FED 
= [Fade F Fadi 
= f [xdr ff xDan 


= f( [xdr + [ x(D)dt). 
所 以 ,由 定理 2.2.6 可 知 
frodi = [xde + [ (at. 
定理 3.4.5 G) Ete x(t): [a,b] — E Wk, WJ 
[ayar = x(b) — x(a); 
Gi) # x:[a,b] > EER, W 
YA) = [xdr (a St S b) 


[a,b] 上 可 微 , H. 
y(t)=x() (a<t<b). 
证 明 G) Vfe E`, (f oxY(O:[a,b] — R 连续 . 由 Newton-Leibnitz 公式 可 
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知 : 
FELO = [f(a 
= PF Od 
= fG(b) ~ f (a) 
= f/Gx(b) — x(a)). 
从 而 ,由 定理 2.2.6 知 : 


[ayar = x@)— xa). 
Gi) 由 于 YX 在 [fc, 刀 上 连续 ， 从 而 Vh e [a,b] 及 Ve >0，36 >0, 使 得 当 
te [a,b] 且 |t 一 to k ó Pf, 恒 有 
lI x(t) -xt lk £ , 
于 是 , 240 <J Az |< ó 时， 由 定理 3.4.4(ij) 知 : 


y(t + At) — y(to) (1 poa 
Oxi)| = “Í [x(z2) — xG(t.)]dz 
< 1 ‘ota 人 1 )lld 
S Tiri de x(T)— xlt) ll dT 
<l orar a 
| Az | “t 
=€. 
这 说 明 
一 人 人 一 
lim yo — ADT Yo) O) =0. 
At—0 At 


因此 ，y 在 如 可 微 且 y (to) = xG). 
习题 3.4 
L. Bh, h la, b] > R së#, 
x(t) = (h (£), h,(t)) 
证 明 : x 在 [a,5] 上 可 积 , B 
[aya = ( [naya fhar) . 
2. #0<t<1, 并 且 
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XD) = Ú... t). 
证 明 :函数 x:[0,1] — 及 "可 积 并 求 其 积分 ， 
3. W x:[a,b] > E TF, 定义 


yO = [x(Ddr, 其 中 a <1<b. 


证 明 : y:[a,b] 一 连续 (其 中 y(a) =0). 
(QE. HUE y Æ [a,b] AEX x Æ [a,b] EIF). 
4. 3 x:[a,b] > 连续， 证 明 : FEE e [a,b] 使 得 


| [ xd <| |o. 
5. 设 x, :[a,b] >E 连续 (n =1,2,.…) 且 级 数 yx 0) 依 E 中 的 范 数 在 
[a,b] 上 一 致 收敛 于 x(t)， 即 


n=1 


lim sup =0. 


n> se[a,b] 


WEH x: [a,b] > E 85, B x(Ddt=》 fx, Ode. 
n=1 


3 x, O- 


k=1 


83.5 Fréchet 导 算 子 


3.5.1 定义 与 性 质 
在 83.3 中 , 我 们 将 普通 导数 的 概念 推广 到 了 实 变 (或 复 变 ) 抽象 函数 的 情况 . 
为 了 进一步 将 导数 的 概念 推广 到 一 般 算 子 上 来 , 我 们 先 回顾 一 下 分 析 中 的 全 微分 
设 f(x,y) 是 区 域 D CR? 上 的 二 元 函数 ，(xo,y0) 为 DD 的 内 点 ， 如 果 存 在 
REA X, = (xy, yo) 有关 的 常数 @, 户 使 得 
f (x, + h, yo + k) — f (xo, Yo) = ah + fk + o| +k? ) (8.5.1) 
则 称 三 在 和 ,处 可 微 , Hah + pk A f 在 XX 处 关于 (有 hh,k) 的 全 微分 . 
如 果 将 f SED X = (x,y) 的 函数 , 记 B = (G, B) H B S E H R? 3R 
的 有 界线 性 算 子 ， 再 记 AX = (h,k) 则 (3.5.1) 式 可 改写 为 : 
f(X, +AX)- f(X,) = BAX +o(|Ax|), 63.5.2) 
即 
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im [fCXo +AX)- f(X.) - BAX] _ 
Axo lax| 
其 中 分 子 上 的 范 数 是 及 中 的 范 数 ， 即 绝对 值 ]-1, 而 分 母 上 的 是 R? 中 的 范 数 
Il: ll, .由 于 R? 到 R 的 任 一 有 界线 性 算 子 ( 即 涝 函 ) 都 有 形式 B= (G, p). AT, f 
在 可 微 等 价 于 存在 从 RR? BR 的 有 界线 性 算 子 B 使 得 (3.5.2) 即 (3.5.3) 成 立 ; 
这 时 , f # X ERF AX 的 全 微分 为 

d[f (X,)AX]= BAX ， 


(3.5.3) 


其 中 , 算 子 B 可 表示 为 
B=(f.(X0), f,(X,)) = grad f (Xo) 梯度 ). 
由 此 很 容易 将 全 微分 的 概念 推广 到 一 般 算 子 上 来 . 本 节 中 Banach 空间 已 ， 
E,, E, 等 的 数 域 均 为 实数 域 . 
定义 3.5.1 i E,, E, Æ Banach 空间 ，D 是 EE 中 的 非 空 开 集 ， 算 子 
A:D >E, x€ D. 
如 果 存 在 Be B(E,,E,), 使 得 当 上 充分 小 时 ， 
A(x +h)— Ax, = Bh+ w(xo,h), (3.5.4) 
EF Ahol hl, B 
lim lem] =0, (3.5.5) 
II->0 
则 称 算 子 4 在 xo 处 Fréchet 可 微 〈 简 称 下 一 可 微 )，Bh 叫做 和 在 xo 处 关于 hh 的 
Fréchet a, WA dAl hl: 算 子 BERAAT AH x AR) Fréchet 导 算 子 ( 简 
称 为 F - 导 算 子 )， 记 为 A(x0) ， 于是,(3.5.4) 式 变 为 
A(xo +h) ~ Ax, = A‘(xo)h+ O(xo,h) . (3.5.6) 
HF olxa, h) 满足 (3.5.5) 式 ， 即 
. JAG +h)— Ax, — A'(x,)h 
mO) mtw lz > w | 
且 还 有 d[A(xo)h]= A(x;)h . 
显然 ， 当 EE 是 数 域 K 时 ， 算 子 A 就 是 抽象 函数 Xx， 而 (3.5.7) 式 变 为 
X(to + At) — x(t) 
At 


=0, (3.5.7) 


lim =0. 


, 
— x (t 
如 一 0 (to) 
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因此 , MEK F - 导 算 子 与 $3.3 中 定义 的 抽象 函数 的 导数 是 一 致 的 . 
Fréchet 导 算 子 有 类 似 于 导数 的 许多 性 质 . 
定理 3.5.2 G) #A:D > E, Ex E D Bb F -uT#k, I A FE xo AÈ F - 导 算 


子 必 唯一 ; 
G) 车 算 子 4,4 DE 38 x e D 处 下 -可 微 ， 则 VQ,Pe R， 算 子 
GA, + PA, : D 一 ,也 在 x 处 下 -可 微 且 有 
(QA, + PA, Y (x0) = QA; (xo) + BA, (x0); 
Gü) 若 算 子 4e B(E,E,)， 则 A 和 在 E 中 任 一 点 处 FF -可 微 且 
A(x)=A, Vx. € E,; 
Gv) #Ax= y, (xe E), BIP A # E PEA F -可 微 且 
A'(x)=0, Va E E; 
(v) STADE EDA x # F -wT 8, MJVfe E, ZE 
f ° A: D 一 RR 也 在 点 6 处 F -可 微 且 
(f ° AJ@) = f ° A). 
证 明 只 证 () 与 (v)， 其 余 留 作 练 习 . WEO, RINE B, B, € B(E,,E,) RE 
4 在 加 处 的 灭 - 导 算 子 ， 即 当 | 全 | 很 小 时 ， 
A(x, +h) — Ax, = Bih + w(xo,h) (=1,2), 
其 中 lim lach _ =0 (i=1,2). 因此, 当 出 | 很 小 时 ， 
IIhl-—>0 网 
(B, — B,)h = @, (xh) —@, (xo, h). 


Am lo. 于 是 Ve >0，36 > 0 使 得 当 | 刚 <5 时 ， 有 
KB, -Bpr < all. 


Vxe E \{0}, $h= aj I 则 | 看 <5， 从 而 


DE fd IFI d 


因此 
ka- Ba] Seld; Vze E. 
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-B,|<e. 由 于 e > 0 可 任意 小 ， 于 是 妨 -B,=0, BB, = B,. 因此， 
ORE. FEAE. 由 于 4 在 为 E 万 处 已 -可 微 ， 从 而 
ACxo +h) — Ax, = A(x )h + (xo, h) 


对 | 办 充分 小 的 he E 成立， 其 中 lim loch) 
lihll—>0 jh] 


=0. 因此 ， 对 任意 f e E; 有 


当 人 | 充分 小 时 , 有 

(f ° AX% + h)— (f ° A)x, = (f ° AXA+ Q (x, h), 
REP O (x04) = f (@(xo,h)) W AE 

xo, h 
m la aa l- =0. 
HF fo Y(x)e B(E,K)= E2, AT f oA: D — E Ex Rb F -t E. 
(f ° AY) = f ° AQ). 
证 毕 . 
下 面 的 定理 指出 了 下 -可 微 与 普通 可 微 的 联系 . 
定理 3.5.3 设 矿 , 户 , 户 : 及 ”一 及 是 三 个 二 元 函数 ,定义 
Ax = (Afh f(x), Vxe R°, 
W A:R? — R? E x; &Ë F -TAHAR 34 8 3k f Sas fa E Xo 处 可 微 ; 此 时 ， 
V(h,h,)e R? E 
Ca G, 
Ahh) =| QW An Hi 其中 oy = 
Qa Go Kass 
证 明 (>) EAE xr AEF -T MA 
f=(,0,0)e (R’Y =R?, 
由 定理 3.5.2 OA: fo A= 所在 x 处 可 微 ( 这 时 , -可 微 与 通常 可 微 一 致 ). 同 
BE fy, f BE xo ETTA. 
(E) W fofr EE x 处 可 微 ， 则 


1 


fiX +h)- fA) =5 h(i =1,2,3) 


其 中 
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= > 0 (la| — 0) Gi =1,2,3). 
于 是 
Ohi 202 
Al% +h) -Ax =|@, Qn Ra 
Ozi aly, 
这 里 
of, 
a =% > @(x,,h) = (@,,@,,@,) . 
j|], 
H+ 
3 
la h=V +a, +@ < > Oh), 
i=1 
B jim Alo, 从而 
II-30 网 
lim loch] =0. 
IIhll—>0 zl 
EX 
Ohi Oz x, 
Bx=|@, Qp | | Vxe (x,,x,)€ R?, 
x, 
Oz Ca2 
则 Be B(R”,R’) 且 满足 


A(x, +h)— Ax, = Bh+ w(xo,h) . 
故 4 在 如 处 严 - 可 微 , 且 4(xo)= 互 , 即 
Oii 202 h 
Alh =] 0 Wy Hi Vh=(h,h,)e R°. 
Gs, Gs; 
证 毕 . 
由 此 可 见 ; AF ARF -BATH fifo faH Jacobi 矩阵 定义 . 由 讨论 过 程 
可 知 : 将 及 A 和 的 定义 域 改 为 R? 中 的 开 集 DD 且 xo e 刀 时 ， 结 论 亦 真 . 
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例 1 定义 4: 及 ”一 及 如 下 : 
Ax = (KX, X% XX3)» Vx= (xi, x;,,x,)€ R. 


类 似 于 定理 3.5.3 的 方法 , 可 证 :4 在 任 一 点 xo = (xf, x, x3 ) #Ë F -E 


h, 
， G, G, @ 
| ' É q h, |> Vh=(h,h,,h,)e R°, 
21 n G h, 
其 中 
CA 
y 9x;|. 
AO) = XX, 
fa(X1, X2, X3) = XXX. 
于 是 


ol =X, G, = X), Ws=0, 

G, = X)X3: Cy = XX. G, = XX. 
ER x, = (1J) ， 则 4 在 为 处 严 可 微 且 满足 : 
1 1 0] ， 
| (||: Yh=0,h,h)e R°. 
h, 

例 2 B KG. ya) S KG yu) = K, Gy 都 在 区 域 
u 
[a,b]x[a,b]x (一 oo) 


A"(x)h= | 


上 连续 ， 定 义 
(APIa) = [KG y,9(9)dy, Vge Cla,b], 
HJ A ë C[a,b] — Cfa, b] HHF. Vo, € C[a,b] , X 
(Bh) = [ K,(x,y,@,(y)h(y)dy, Vhe Cla,b]. 


易 证 Be B(C[a,b]). 下 证 4 在 oo 处 已 -可 微 且 4《po) = B. 
对 任意 he Cla,b], 令 
G= K(x,y,@,(y) + h(y)) — K(x, y,@,(y)), 
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则 
| ACP, +h)G) — (A Pa X(x) — (Bh)@)| 


= | [le - K,(x,y, PDO) 
=| JIK 30O) + MOD- K, Coy 0) hd 


<fl: fiK Gy moO + RO -K yP) dy. 


其 中 0<09<1. WM =|@,O)|+1. HFK, x, yu) 在 有 界 闭 集 
[a,b]x[a,b]x[-M,M] 
上 一 致 连续 ， 从 而 知 Ve>0，36>0 (6 <D EFM uu, €[-M,M] B 
lu — u, < ó hF, # 
IK,(x,y,u) = K, (x, y.) —&, 
b-a 
对 一 切 x,ye [a,b] RE. 则 当 he C[a,b] B 0 < |h|< 8m, 有 


[Ko GN + RO -Key RO) KE, 
对 于 一 切 x, ye [a,b] R. 故 当 0 <l h ll< 6 时 , 有 


J € 
[Ap +h -Ap -BH < || [ 2 =e. 
sk p KA tE TERE o, HA TE @, BË F -TAE A'O) =B. 
关于 复合 算 子 的 可 微 性 有 


定理 3.5.4 W E, E, E, 都 是 Banach 空间 ，D E: E, PEFR, H ë E, P 
的 一 个 开 集 ，A:D 一 E,，B:H >E, A(D)C H. # A#E xo 8 D Bbk F - 
可 微 ，B # y, = Ax。 处 下- 可 微 ， 则 复合 算 子 BA: D — E, #z x; Bbk F -可 微 且 

(BA) (x0) = B'(y.)A (xo). 
证 明 由 假设 可 知 :，36,,6, > 0 使 得 
Alx, +h)— Ax, = A(xo)h+ oxo,h) (0 <|h| < ó), 
B(yo +k)— By, = B'(yo)k + @(yo,k) (0 <|k| < ó), 
其 中 
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x, h „k 
jn ahl- 0 im, eto lo 
KKA 08, Ax + 六 -4x 一 0. 记 
k = A(x, +h) — Ax, = A'(x)h+ w(xo,h), 
则 存在 0< 6 < A EROS, Alke. 规定 @(yo,0)=0， 则 当 
0<ll h ll< ó FF, # 
(BA)(x; + h) — (BA)(x,) = Blyo + k)— By, 
= B'(yo)k + yo,k) 
= B'(y.)A'(x)h + Dh), 


其 中 
Olx h) = B'(y,)o(xo,h) +@(yo, Kk). 
对 于 任 一 > 0, 取 人潮 > 032 3850 k WE Joyo k| < elk- Aü 


A(x )h oA vh 
ponos epf ees a | 


yk Tm Al <e. he RHEB OOk) = o(ll h |!) ,因此 


IBl—0 lzi 
` Dah) = odh). 
这 就 证 明了 BA TE x, 4È F -TTE (BA) (x,) = B'(Ya)A (20) .证 毕 . 
推论 1 如 果 算 子 A:D— E,fE xe D 处 下- 可 微 ， 则 对 任 一 算 子 
Be B(E,,E,)， 算 子 BA:D — E Y x 4t F -AMEA 
(BAY (x) = BA‘(x0). 


3.5.2 ”中 值 定理 与 导 算 子 的 全 连续 性 
定理 3.5.5 设 xo,he 瑟 ,1= [x +tIh|0<t<1) E E rh) x, E x thA 
端点 的 线段 . 
ü) 若 泛 函 f:D 一 R (D 二 站 在 1 上 每 一 点 F -可 微 ,， 则 存在 9€ (0,1) 使 得 
中 值 公 式 成 立 : 
Fo +h)— f(x0)= f Go + R)h:; 
GD) 若 算 子 A:D >E, (D 刁 中) 在 1 上 每 一 点 F -可 微 , 则 存在 Ge (0,1) 使 得 
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[AC +h) - Ax |< |A(x + Ahl); 
Gi) 若 算 子 4: 万 一 已 (DƏ D fE22Ek 1 F#££— £ F -可 徽 ， 而 且 满 足 
A':1 一 B(E,,E,) ËP, W 
[AG +th)hdt = AC% +h) — AC). 
证 明 G) 令 V(D = f(x, +th), 0<t<1. 由 于 
t> x +th: [0.1] > E, 
aA 〈 抽 象 函数 )， 从 而 由 定理 3.5.4 知 9:[0,1] 一 R 可 微 且 
g (t) = f'(x +th)h. 
由 微分 学 中 值 公式 知 ， 30 e (0,1) o0) - o0) =@“”(0), B 
f(x th) - f(x) = fu +@)- h , 
Gi) 由 定理 225 M. Ye E; 使 得 | 用 =1 且 
|A +h) - Axl = FIA +h) — Ax] 
=(f ° A)(x, +h)—(Jf ° A)x. 
SP) = f(A(x, +th)), 0<t<1. 由 定理 3.5.4 的 推论 1 知 ，V:[0.] — R u 
微 且 


p20) = FIA œ% +th)h], 0<:<1. 
由 中 值 定理 知 ，30€ (0,]) 使 得 V(D -9(0) = g0), El 
FUAC +h)— Ax] = PA- O) = FIAC + Rh)h]. 
因此 
Ax +@)-h| = 


JAG, + 万 = Axl s ||: A'(xo + @)h|, 
Gü) 令 
9(t) = AG +th), 0<1<1, 
则 定理 3.5.4 知 9 在 [0,1] 上 可 微 且 | 
Q(t) = A(x, +th)h (0<t<1). 
Amg :[a,b] > E, 连续， 所 以 ,由 定理 3.4.5 知 ， 
[Oat = 20) -p0), 


故 
[AG + th)hdt = AG, + h) — A% ， 
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证 毕 . 
定理 3.5.6 若 算 子 A:D 一 EE 全 连续 且 在 x6€ D 处 是 下 -可 微 ， 则 算 子 
A‘(x0): E, > ,全 连续 ， 其 中 DD c E EF. 
证 了 明 HH A (x) 是 有 界线 性 算 子 , WREE A (x) 是 紧 算 子 即 可 . 只 要 证 
明 : A(x) 将 EE 中 的 闭 单 位 球 5={xe E lxs a E, 中 的 列 紧 集 
4(xo)(S) 即 可 . EAAS REIRE, WEE E, > 0 使 得 A'(x。)(5S) 没 有 
有 限 的 66- 网， 由 定理 1.1.18 的 必要 性 的 证 明 可 知 , 存在 he S G =1,2,…) 使 得 
|), -A'o )h |2 eo G p. 
[AC + h) — Ax, -A'A < =l . 
TE,3i= j 时 ， 有 
[AC +7) -AC +h) 
ALAC +#h,)— Ax, — A'(x;)Gh)] 
—[A(x, +7h;)— Ax, — A(x0)Gh;)]+z[Ax)h, -ACh l 
> TAC); —- A'(x)h,|-|AG +) -A — A'(xo)(2h)| 
-|A +) Ax, -A'A | 


TE 
f, 
可 见 , A(D) 中 的 点 列 {A(xo +h) 没有 收敛 子 列 ， 这 与 4 全 连续 了 矛盾. 故 
Ax) 是 全 连续 的 .证 毕 . 
由 以 上 定理 的 证 明 可 见 : 车 将 A 全 连续 改 为 紧 算 子 ， 结 论 也 成 立 . 


3.5.3 离 阶 导 算 子 与 Taylor 公式 

定义 357 W A:D—ƏE, 3 DCE 内 每 一 点 -可 微 ， 则 
Aix A(X ÈD IBE E) PHAT. WE A Ex e DAF -可 微 , 则 称 
A’ TE x, ENI F -FAF (AV 0) A A E x ERZ F -BAF A A)R 
A? (x): BR, AC (x )E B(E,,B(E,,E,)) - 如 果 A' 在 DD 内 每 一 点 F -可 微 ， 
则 得 到 算 子 


>z -salle |> 


A’ = A® : D > B(E,, B(E,, E,)) . 
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WRA Ex e DD 处 下 -可 微 ， 则 称 (4 中 )(x。) 为 4 在 x。 处 的 三 阶 下 - 导 算 子 ， 
WTA A”) RAC C). Re, TEA Ex 处 的 n 阶 下 - 导 算 子 (如 果 
A,A? ACP REE) A AO) (A™ DG). AFEAL =A”, 
A= A. 
由 此 可 得 以 下 算 子 : 

A® : D > E,, 

A”) E. — E, = F,, 

A” (9): E, > B(E,, E,) = F,, 

A® (x): E, > B(E,, B(E,, E,)) = F}, 


A® (%9): E > B(E,, F, 1) = F,. 
它们 的 值 域 空间 满足 := E,, F. = B(E,F;) (<i<n-1),E 
AP (x )E B(E,F) (<ign). 
为 了 方便 ，Vhe E- i 
(AP (x) = AP (Xo)h , 
(AP (x Dh)h = AP” (x )h2, 
(CCAP Mh = A (x ) hs, 


CAPA) = AP h" . 
n 个 ( 
定理 3.5.8 Vx he E , 记 1={xo +thl0<t<1}, D 是 一 个 开 集 有 lc D. 
MEER F: D >R 在 1 上 每 一 点 处 FY (xXx) 存在 , 则 存在 Ge (0,1) 使 得 Taylor 
公式 成 立 
_ l pw r Í pam n+ 
F(x +h) = Zar (x,)h' + 7 iti (x, + h". 
证 明 考察 函数 g(t) = F(xo tth) (0 <t<1). 易 知 
PO =F? (x +th)h, (1)= F)(x, + th)h2,---, 
DC (t) = FO (x, + myb"! . 
由 数学 分 析 中 的 Taylor 公式 得 知 : 存在 Ge (0.1) 使 得 
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1 (k) p? . 
2(D = Dip Ot+ pri? (0) 
从 而 
F (k) k L (n+1) n+l 
(x, +h) = x F” (xh tarbi” (x th". 
证 毕 . 


定理 3.5.9 Wx he E, I=lx +th|0<t<1) B DƏ 1E E, PHF. 

如 果 算 子 A: DD 一 E, 在 1 的 每 一 点 , A” (0 存在 ， 则 30 < 8 < 1 使 得 下 列 不 等 
AIRM: 

n (k) k 

A% + 及 -4 (h |< 


+i 
“Q u 
证 明 令 


Di ACD O +h. 
n 


| 
z, = A(x, +h) — > Ah, 
k=0 一 


则 由 定理 2.2.5 HI: 存在 fe E), EEN fll=1 H f(zo) z H. 设 
DC = f (A(x, +th)) 0 <t <). 
则 
P'O) = f (A(x +th)h) ,g”(t) = F(A + th)h°),---, 
OO 人 (人 一 F(A (x + th)h"*) . 
H Taylor 公式 知 ，30e (0,1) 使 得 
I 


Zl w (1+1) 
90) = 21 O+’ (0), 
Rp 
(n+l) n+1 
f(z0)= pnt P (xg +h”). 
从 而 


N! FAAC? (x + @hyh"*! N 


Il z, I= Arere l 


IAD a +A N. 


D 


由 此 即 得 原 不 等 式 . 证 毕 . 
上 面 定理 中 的 不 等 式 一 般 不 能 改 为 等 式 . 但 是 , 当 考 虑 积分 余 项 时 , 有 下 面 的 
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Taylor 公式 成 立 . 

定理 3.5.10 Rx, he E, L={x, +th|0<t<1) B DS 1E E, rB JF4E. 
WRTA: D 一 E, 在 1 上 存在 连续 的 n 阶 FF- 导 算 子 A”， 则 带 积 分 余 项 的 
Taylor 公式 成 立 : 


n—1 
AG +h) =S Ax + -A A® (x, +th)h"dt. 
k=0 K: 


1 
(n-1)! 
证 明 任 取 feE;, 令 
@(t) = f(Axo +th)) (O0<t <1). 
则 
QP A= f(A® (x +th)ht) (k=12,2-.,m), 
Rg” (D #101 EE. PERRA ATN Tylor 公式 得 


VCD = AO + fa- ea, 


E 
Bp 


f(AG +h) = fe 


+ r= [a- -HAP sma: | 
H f e E; 的 任意 性 ， 从 而 由 定理 22.6 知 ， 原 公式 成 立 . 证 毕 . 
容易 看 出 :在 定理 3.5.10 的 条 件 下 ， 有 


2 A) h" 
je +h)- Ax -Aah -EE L... A 


—— fa- DA (x + th) — A” x ) hd 


[CT 
A® (x, + th) — AT). 


1 
<— max 
n! 0<t<1 


特别 地 ， 当 n=1 时 ， 有 公式 ; 
JAG, +h) — A% — A'(xo)h| < [a + th) — A'(x)]h|dt 
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习题 3.5 
1. 证 明定 理 3.5.2 的 (i 一 (iv). 
2. 半生 "Š ' 
y=rsin@ 
D=(G@,0|D<r<-,0<0<2Z)_. 
IR KHAT 
T :(r,80) > (rcos@,rsin@). 
证 明 : T # DHR AA F-a, H Yh = (h, h )E RA 
cosh, -n sin; || h 
T’ ,0 h= 0 0 N 0 
M oo) Pý r cos @, B 
HERIT, 0E. 
3. RATA: D 一 E, ED 内 存在 连续 的 n 阶 FF- 导 算 子 AW， 且 存在 
Xo € D 使 得 
A‘(x0) = A) =-= AP) =O. 
证 明 ; WR D E h, B 
x% E D>(l-t)x +t E€ D(O0<t<0D, 


则 Yhe D, 有 
II A(x, + h) — Ax, lk 
4. 在 定理 3.5.8 HREF, $ 
@(t) = F(x +th)(0 <t <. 
证 明 : pH #|[0,] E# n+1BFSP3 B. 
GO =F Hx +fh)h' (< k <n+). 


II n li” 
n! 


max I| A® (x + th) ll. 
0<í<1 


149 


5. EDAR PRHEŽSFE, f, : D ƏÀ— R (<is<m) 是 m 个 nn 元 函数 , 定 


义 算 子 A:D 一 R" 如 下 : 
Ax=(f,(x, xy", X), i Kas Xa hs fa )), 
VxX=(X,X,, x )€ D , 
则 


O 算 子 4 在 X06 € D hb F -可 微 ¢€> hn 元 函数 用，…, f, 均 在 xo 处 可 微 , 并 且 


在 此 条 件 下 : 


150 泛 函 分 析 引 论 


G, G, … G, h, 

; G, G, … G | |h 

AGəh= J? fe Vh= hahh, )e R"; 
Q mi O m2 `". O mn h, 


Gi) 算 子 A 在 DD 上 有 连续 下 - 导 算 子 
| A':D > B(R"R”) 


J |z=xo 


83.6 Gâteaux 导 算 子 


在 上 一 节 中 ,我 们 讨论 了 Fréchet 微分 与 导 算 子 ,它们 是 研究 非 线 性 算 子 的 重 

要 工具 . 由 于 Fréchet 微分 
d[A(xo)h] = A‘(xo)h 

定义 为 改变 量 A(xo + h) 一 Ax 的 线性 主 部 ， 因 而 使 得 在 讨论 非 线 性 算 子 4 的 某 
些 问 题 时 ， 可 转化 为 研究 线性 有 界 算 子 A‘(xo ) 的 相应 问题 ， 这 就 是 非 线性 泛 函 
分 析 中 的 线性 化 方法 . 然而 , Fréchet 微分 概念 对 算 子 的 要 求 较 强 , 在 讨论 算 子 ( 特 
别 是 泛 函 ) 的 某 些 问题 时 ， 条 件 可 以 减弱 ,用 所 谓 的 Gâteaux 微分 与 Giteaux 导 算 
子 代替 Fréchet 微分 与 Fréchet 导 算 子 . 这 一 种 微分 概念 是 数学 分 析 中 方向 导数 概 
念 的 自然 推广 ， 而 下 -微分 则 是 全 微分 概念 的 推广 . 本 节 , E, Er, E 恒 表 示 实 的 
Banach 空间 . 


3.6.1 定义 与 性 质 
定义 3.6.1 设 A:D —Ə E,, Dc El 为 开 集 ，xo e€ D. 若 对 任何 he E, 


极限 

lim 
都 存在 (以 E, 中 的 范 数 )， 则 称 算 子 4 在 x; 处 Gateaux 可 微 ,简称 G -可 微 ， 此 极 
限 ( ,中 的 元 素 ) 叫 做 算 子 A 在 x; 处 沿 方向 的 Gâteaux 微分 (简称 G -微分 )， 记 
为 D[A(xo)h]， 即 


A(x, +th) — Ax, 
30 t 


+th)— Ax 
DIA(x,)h] = tim t An | 


第 三 章 非 线性 算 子 151 
如 果 存 在 算 子 Be B(E,,E,) 使 得 
DIA% )h]=Bh (Vhe E.), 
则 称 算 子 A 在 x。 处 具有 有 界线 性 的 Gateaux 微分 且 有 界线 性 算 子 B 叫做 A 在 
Xo 处 的 Gâteaux 导 算 子 , 简称 G - 导 算 子 ， 记 为 A (x), BP 
D[A(x)h] = A’ (x)h, Vhe E. 
定理 3.62 G) #PEE T A: D E,#E 5 x, € D hk G -可 微 , 则 对 任意 的 
Be B(E,,E,), HF BA: D > E, EM x; 4t G -可 微 且 有 
DI(BA)(x0)h]= B(D[A(x;)h]), Vhe E, ; 
Gi) FHT A # x, 处 有 有 界线 性 的 G -微分 则 VBe BE, E), 算 子 
BA: D > E, EE x, 处 有 有 界线 性 的 G -微分 ， 并 且 
(BA)’ (x0) = BA’ (x); 其 中 Be B(E,, E); 
Gi) 车 算 子 A,B:D — E, 都 在 点 x 处 G -可 微 , 则 Ve,BeR , 算 子 
dA + BB:D 一 EE, 在 加 处 G -可 微 且 Vhe E., 有 
DI(0A + BB)(x0)h] = aD[LA(xo)h]+ ADIB(xo )h]; 
(iv) 车 算 子 4,B:D — E, 都 在 点 x。eED 处 的 G - 导 算 子 存在 ， 则 
VQ,PBe R, 算 子 A+ BB:D 一 EF, 在 x 处 的 G - 导 算 子 也 存在 且 有 
(QA + BB), (x0) = QA; (xo) + PBB, (xo) 
证 明 留 作 练习 . 


3.6.2 两 种 微分 之 间 的 关系 
定理 3.6.3 W 'A:D— E,, Dc E AJB x e D. 


G) 3 A fE x AEF- WAE x 处 有 有 界线 性 的 G -微分 且 Vhe E A 
D[A(x;)h] = d[A(x.)h] ; A (xX0) = A‘(x0); 
Gi) 车 A 在 x 的 邻 域 B(xo,7) CD 内 的 每 一 点 具有 有 界线 性 的 G -微分 , B 


由 A 的 G- 导 算 子 诱导 的 算 子 
A; : B(x,r) > B(E,, E,) 


在 x。 处 连续 ， 则 A 在 x 处 下 -可 微 且 Vhe 五 ,有 
d[A(x0)h] = D[A(x,)h], A“(x,) = A; (xo). 
证 明 G) 由 假定 有 : “1A ilki 
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Alx, +h)— Ax, = A(x )h + @(xo,h) , 
其 中 
(x, h) = o(ll h l) (Il h li 0). 
于 是 ， 对 固定 的 he E \{0}, te R 且 |t| 很 小 时 ,有 
A(x + th) — Ax, — A‘(xo Nth) = w(xo,1h) 


成 立 .因此 
jerman aya ee 
P t 
-leol > 0.1 h i= 0 G — 0). 
TY 
% 


lim A(x, +th) — AC% ) 
一 t 
由 定义 知 A 在 x 处 G -微分 ， 同时 也 有 A’ (xo) = A(x) A 
DIA(x,)h] = A'(x,)h = d[A(x,)h], Vhe E. 
Gi) 因为 A; 在 x 处 连续 ,所 以 Ve >0， 存 在 0<6<r 使 得 当 he E R 
lhl ónt, EA 


= A'(x%)h (Vhe E,). 


Il A? (xo +h) ~ A (xo) IK E€. 
下 证 : 当 0 dlhIlk ó 时， 恒 有 
lJ ACGxo + h) — Axo — A’ (xo )h IIS €- l h ll. 
Whe E, B0 <ll hll< 5 .由 定理 2.2.5 知 :3f e E, EAN f IHE 
lI A(x, + h) — Axo — A? (xo )h ll = f[A(x, + h) — Ax; — A; (xo)h]. 


令 
g@(t) = f(A(x, +th)), 0<t<1. 


易 知 
Gt) = f (A: (x, +th)h). 


由 中 值 定理 知 : 30e (0,1), 使 得 9(1) 一 9(0) = 2'(0), B 
f[A(x, + h)— Axo]= FIA? (x; +@)h]. 


从 而 
IJ AC% +A) -Ax — A; (xo)hlll 


= f (A; (xo + @)— A; (xo)]h) 


第 三 章 非 线性 算 子 153 
<I f Il: As (x, +h) — At (x) l: l hl 
<ellhl. 


lI A(x, + h) — Ax, — A? (xo )hlll 
ua 一 T — 
由 定义 可 知 ，4 在 加 处 严 - 可 微 , BVhe E # ° 
d[4(xo) 问 = A; (xo )h = D[A(x.)h] , A(x) = Ar (xo). 
注意 , 当 A 仪 在 一 点 x。 处 具有 有 界线 性 的 G -微分 时 , 一 般 不 能 保证 4 在 2 
处 FF -可 微 ， 请 看 下 面 的 例 1. 
例 1 定义 泛 函 了 :RR? 一 RR 如 下 ; 
xx . 
fF) = 所 tt x= (x,,x,) # (0,0); 
0, x= (0.0). 
H+ 
I f(x) ISl x |+ | x, E | 一 0= f(0) (x — 0), 


AT f # 0 = (0.0) 处 连续 . 又 Vh = (h, h,)E R? MOLE 
mf fO) _ hèh, 
lim lim[h +h, +- Pn arh h + h,. 
pv eR 有 
四 大 人 人 f0) =h, +h, = 5(h). 


lim 
Et p =(1,1)e B(R2,R)= Ry =R?°. 因此 ,了 在 0 处 具有 有 界线 性 的 G - 微 
£, B fO =A). 
BE f 60 Ab F -可 微 ， 则 由 定理 3.6.3Q) 知 ， 

d[f (Oh]= DIf (Oh]= fo (Oh=h +h,, 

且 
F'O) = f:(0),Vh=(h,h,)e R°, 

于 是 ， 当 严 = (h +h) #0, 
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3 
@(0,h) = f(@+h)— f(@) — f'(@)h= a 


应 当 满 足 
Lo hèh, _ 
TE lAl G oo (hé +h) Ih? +h? =0, 
4h, =h Eh > 0,7 
[OOD _ 1 1 


1 
— — Ñ 
lal 2 isi: 2 


由 上 可 知 : 了 在 8 处 有 有 界线 性 的 G -微分 , 但 在 8 处 不 是 下 -可 微 的 . 
例 2 设 f(x,u) 是 [a,b]Xx(-~e,m%) 上 的 连续 实 函 数 旦 偏 导数 f(x,w) 也 连 
续 ， 定 义 A:Cla,b] 一 Cfa,b] 如 下 
(A@)(x) = f(x,@(x)),Vëe Cla, bl],xe [a,b], 
则 A 在 C[a,5] 的 每 一 点 G -可 微 且 G - 导 算 子 
A; : Cla,b] > B(Cla,b]) 


F 


连续 且 满 足 
(Aé)h(x) = f,(x,0(x)):h(x),V óe C[a,b],xe [a,b]. 3 
Am HEH 363GA: A 在 C[a,b] 的 每 一 点 有 连续 的 - 导 算 子 4 =A. 
EX, ÆR ó e Cla,b] , WJ Yke Cla,b],% te R\{ 人 0} 时 ,对 任意 的 
xe [a,b], A 
a +m) -(A6)G)_ (gy) 


t 


-lfp + mG) -fC 0] (x, Aa) 


= f, (x,#, (x) + @h(x)) : h(x) — f, (x,# (x)) ` h(x)1, 
其 中 xe [a,b], 0<0<1. W 
M = max Ig (x) 1+1 =l l+. 
由 于 f(x,) 在 [a,b]x[-M,M] 上 一 致 连续 ， 从 而 Ve >0， 
36e (0,1), 使 得 lw 一 w k ó PF, 对 一 切 xe [a,b] , # 
| f xw) f, (xu kK E. 
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1 
IAES] 
lF EAO + @h(x)) — F AAKE. 
1 
IAI +1 6 时 ,有 
A(é +th)- Ag 
t 


于 是 ， 当 0 <l |< ó hf, xF—U] xe [a,b], 有 


因此 , 当 0 <z l< 


-Bhise llh, 


其 中 (Bh)(x) = f.(x,ó,(x)) ` h(x) i A E ó, G -可 微 且 具有 有 界线 性 的 G - 微 
分 ( 因 Be B(Cla,b])), UA Vxe [a,b1, 有 
(Ap Ax) = (Bh)(x) = f,(x,É,(z)) A(x), Vhe Cla,b]. 
下 证 A, : C[a,b] — B(C[a,b]) 连续 , 为 此 , ER A e C[a,b] 0 
lI ó — Aó, Il = sup H(A Øh- (Aó)! 
=supmax l f, (x,é(x)) — f (x,ó,(x))| - 1! h(x)! 


jal=1 0<xsi 
< max | f,(x,0(x)) — h(x Ó (z)) l, V óe Cla,b]. 
根据 f(x,w) 在 [a,b]x[~M,M] 上 一 致 连续 可 知 : Ve > 0,36 > 0, 使 得 当 
lló— ó li< ó W, # 
IA'(0)- A (ó) ke. 

故 A 在岗 处 连续 ， 这 就 证 明了 前 面 的 论断 . 

仔细 考察 一 下 定理 3.5.5 的 证 明 可 知 : 三 个 结论 都 是 由 辅助 函数 
9:[0,1] — R 的 可 微 性 推出 , 从 而 不 难看 出 的 可 微 性 可 由 相应 泛 函 或 算 子 在 线 
EI 上 的 G -可 微 性 推出 . 因此 ,将 那里 的 “下 -可 微 " 改 为 “<G -可 微 "结论 也 成 立 , 即 
有 


定理 3.6.4 Bhe ,用 1 表示 线段 
I=fx, +Ih10<t<1J). 
O ZE f:D—-R(OD>5D#I1 EÉJR— S AE 3 G -可 徽 ， 则 存在 
be (0.D 使 得 中 值 公式 成 立 ; 
fo +h)— f(x) = D[f G + @h|: 
G) EATA: D 一 E,(D 二 站 在 1 上 每 一 点 处 都 G -可 微 , WFE G e (01) 
使 
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II A(x, +A) - Ax, ISI DIAG +h]; 
Gii) #F A: D- E,(D DELEA G -可 微 且 DLA(xo +th)h] £ + 
te [0,1] 连续 ， 则 
[DLAG + th)hldt = 400+ 月 一 40) 


习题 3.6 
1. E f,g,h:R2 一 RR 为 三 个 二 元 函数 ， 定 义 
Ax=(J/(x,,x,),g(x,,x,),h(x,,x,)): Vx = (Xx,X,)E R’. 

证 明 : 算 子 A: 及 ?一 RR 在 a=(a,a,) 处 G -可 微 当 且 仅 当 二 元 函数 f,g8,h 在 a 
处 沿 任 一 方向 1 的 方向 导数 都 存在 ,此 时 

_ (for ðg oh 

D[A(a)i] = (2,2,2) 
2. 设 实 值 函 数 下 (x, y u) 及 其 偏 导数 K, (x, y u) 都 在 
[a,b]x[a,b]x (一 oo) 


x=a 


上 连续 , 定义 | 
(APN) = [KG.y,90)d4y, Ype Cla,b]. 
W: A:Cla,b] > C[a,b] 在 Cla,b] 的 每 一 点 有 有 界线 性 的 G -微分 且 A 在 
p E C[a,b] 处 的 G - 导 算 子 满足 

LADA) = |K, (YP) Ady» Vhe Cla,b]. 


3. 证 明 第 2 题 中 的 算 子 4 的 G - 导 算 子 
A; : C[a,b] > B(C[a,b]) 
在 C[a,b] 的 每 一 点 p 处 连续 ， 且 4 在 C[a,b] 的 每 一 点 处 已 -可 微 及 
4(po) = A, (Po) . 
4. 证 明定 理 3.6.2. 


83.7” 偏 导 算 子 与 隐 算 子 定理 


本 节 将 给 出 数学 分 析 中 的 隐 函 数 存在 定理 对 算 子 方程 的 推广 ,建立 隐 算 子 
存在 定理 .为 此 ， 先 介绍 偏 导 算 子 及 有 关 性 质 ,作为 隐 算 子 存 在 定理 的 应 用 ， 给 
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HERATA. UMAEH E, E, E 表示 实 Banach 空间 . 


3.71 MSAT 
设 G 为 乘积 空间 五 x E, 中 的 非 空 开 集 ， 互 是 G 到 瓦 的 算 子 ， 对 任 一 


(YDE G, BA x, y, 的 邻 域 U(x) c E SIV C E,, 使 得 
U(x)xXV(y,)C G. 
这 样 ， 由 五 :G 一 五 ;可 得 以 下 两 个 算 子 ， 
F :U(x,) > E, F (x)= F(x, y), vre U(x,); 
F; :V (y) > E, Fa (y) = F(x: y), Vy E€ V (Y9). 
定义 3.7.1 Ü F:G 一 E, —8E#+., (xy, y) € D , WRR :U(x,) — EE 
加 处 的 五 - 导 算 子 Fx.) FE, WER F) E BCE, E) 28 F fE (xy, y.) 处 关于 x 
的 偏 导 算 子 ， 记 为 F'(xy ya) Ke, #KE,:V(y,) — EE yth F - 导 算 子 
FE;(y.)e B(E,,E,) (如 果 存 在 ) AF fE(x,,y a) 处 关于 y 的 偏 导 算 子 ， 记 为 
F(x0, Yo). 
HENTA: FQ, Yo) 5 Fy Cos Yo) W. 
Il FC +h,y)— F yo)— FC, All o 61 


INI20 | h| 


im Il Fo, Yo +K) =F Co, Yo) — F; Co Yok _ 
[TY Ikl 
关于 导 算 子 F 与 偏 导 算 子 Fo F 的 关系 有 
定理 3.7.2 Ü F:GƏ E,Gec EXE, AFK) W 
G) "4 F Eoy) G 处 下 -T MERT EF Oo y.) 55 F; (xo Yo) 都 
存在 , B 


0. (3.7.2) 


F(x,, yo)h = F(x, y. Xh,0),Vhe E, 
ass (xo, yo)(h,0) j 313) 


F’ (xo Yo)k = F (xo, y )(0,k),Vk e E,; 
Gi) SRIF F 15 FH (X Yo) E G 的 某 个 邻 域内 存在 ( 即 有 定义 ) 且 连 
PEB, F 必 在 (Xx0, Yo) 处 FF -IWE F -微分 为 
d[F (xo, Yoh, kY] = F(x0, Yoh, k) = F(x0, Yoh + F(xo, Yoh. 68.7.4) 
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证 明 G) 此 时 ， . 
IIF(x, +A, yo +h)— F(x,, yy) — F x, y Xh, k) l= ol b) . 


取 大 = 0 得 
IEC% +h, yo) — F(x0,y0)— Bih l= o(ll hi), 


其 中 Bh = (Xo, yo)(h,0). 因此 Bie B(E,, E,) .从 而 可 知 算 子 = FC, yo) fE 
x AÈ F -E FiO yo) = (X06) = B. , FETE FO, Yo) 也 存在 且 
F’ (x9, ya)k = F'(x;, Yo X(k,0) . 
Bit, F'O Yo) 5 E Co Yo) 都 存 在 且 满 足 (3.7.3) 式 . 
Gi 由 假定 知 : Ve > 0, 存在 6 > 0, 当 0 <I|(h,k) kg 时， 


IÍ F/C% +h, yo +h) ~ FG, yo) I<, (3.7.5) 


IF (o, Yo + k) — FO Yo) — FC, Yo)k IIS S Ik I. (3.7.6) 
特别 地 ， 由 (G3.7.5) 知 : 当 0 < (h,k) ll< ó W$, Vte [0.1] , 由 G3.7.5) 得 
FG +th, yo + k) — F(x0, yo) |! << 
因此 , 当 0 <I (h,k) ll< ó W, 有 
Il F Cx +h, yo +k)— F (%0 Yo) — F(x0, y )h— F; (Xo yə)K I 
<ll F(x, +h, Yo +k)— Fx Yo +k) - F (xo Yoh ll 
+I F(x,,y, +k)— F(xo, y) - F(x, Yo)k ll 


= fi Ex + th, yo +k) — Fi% Yo) ldt +$ (h,k) lI 


< le Il AIl + ll (h,k) NE £ ll (h,k) Il. 


FEX 
B(x, y) = F (Xg, Yo) x + F(x0, Yo)» 
则 Be B(E, x E,,E,) 且 满 足 : 
IIF(x, +h, Yo +k)— F (xo; Yo) — BCh, k) IE ol h,k) ll, 
WF E (x Yo) 处 下- 可 微 且 (3.7.4) 成 立 .证 毕 . 
由 定理 3.5.4 知 : HAT F : G — E,#E (x, y.) 处 的 偏 导 算 子 FX Yo) E 
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在 ,五 ;为 实 Banach 空间 , 则 VBe B(E,,E,), BoF : G — E, fE (x,, Yo) 处 偏 导 


数 也 存在 且 
(Bo FY, (x, Yo) = Bo F(X, Yo). (3.7.7) 


3.7.2 RAF FEE 
设 Q2 为 XE, 中 的 非 空 开 集 ，F :02 一 EF,， 考 察 算 子 方程 . 
F(x,y)=0. (3.7.8) 
如 果 (x%0,y)e Q H # # x, y BS 383 U(x,) C E, 55 V(y,) c E,, 使 得 
U(x%0)XV(yo) C52， 并 存在 算 子 
Jf :U(x,) — V(y) 

满足 

F(x, f G) = 0(Vxe U% )) (3.7.9) 


HE. 
yo = f (xo), (3.7.10) 


则 称 f :U (x) — V (Yo) 是 方程 3.7.89) 在 (x0, Yo) 附近 确定 的 一 个 隐 算 子 . 

与 隐 函 数 的 情况 类 似 ， 以 下 研究 方程 (3.7.8) 何 时 在 (xz, Yo) 附近 确定 唯一 的 
隐 算 子 . 这 个 问题 显然 等 价 于 : 何 时 存在 为 的 邻 域 B(xo,r) ,使 得 每 一 个 
XE B(x,r) 有 且 只 有 一 个 ye B(y0,7) 5 x WEHT F(x,y) =0. 同 时 ,还 要 讨 


论 隐 算 子 的 连续 性 与 可 微 性 等 . 
定理 3.7.3 WF:Q  E,(x, y Je Q, WR 


(1) F # (xy) 的 某 令 域内 连续 且 F FE: 

(2) F(x Yo) = 0, F; (Xos Yo) 处 连续 ; 

(3) [F yO) € B(E,,E,) , 
则 存在 y > 0,z > 0 及 唯一 的 算 子 

f: B(x,,r) — B(yo; z) C E, 

满足 : 
G) Vxe B(x,r), F(x, f(x))=0; 
G) Yo = f); 
üd f EB, r) 内 连续 ， 
证 明 设 M = 此 E(xo, yo 站 ， 由 假设 知 ，36 > 0,7 > 0， 使 得 
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F: D= B(x, 8x B0) — E, (3.7.11) 
连续 ， 且 当 xe B(x,6),ye B(y0,6) 时 ， 有 
; / 1 
II F, (x, y) — F, Go, Yo) Il< OTA (3.7.12) 


XAA FC, y): B(x,6) 一 E, Pb, JA 30< r< ó, 使 得 当 xe Br), 
恒 有 


I E(x, y) IHI F(x, y.) — F C, yo) IK T (3.7.13) 


mit xe B(x,,r) BDE, < 

BP(y)=y-[F(x0, YT EF (x, y), y € B(yo,7). 
显然 ， 存 在 唯一 的 ye Bly T) EE F(x, y) =0 当 且 仅 当 四 在 B(yo,7) 有 唯一 
的 不 动 点 y 〈 即 中 (y) = y). 

下 面 应 用 压缩 映射 原理 . 为 此 , 先 证 
P(B (ya T)) C B(Yo T). 
由 (3.7.12) 知 ， 当 ye B(yo 7), BHlLy- y l< zh, # 
I D'O) i= -LE Yo) EF; x, y) 
II LEF (x Yo)” LE; o Yo) — F; (x, yV 
1 


< 一 。 
2 


HFAA FEBO D 内 每 一 点 都 五 一 可 微 ， 从 而 由 定理 3.5.5( 襄 可知， 当 
yo YE B(y0,7) 时 ， 存 在 0 < 8<1 使 得 
lIb(y,) —@(y,) l! <ll b'(y, +@(y, — y)) : (y, — y) ll 
<llb'(y, + (y, — y) ll: ll (y, — y) l! 


1 
S ly, xl. 
因为 惠 : 万 (y 一 E, EE, AATA: 24 yoy E B(y0,7) 时 也 有 : 
1@(y,) — @(y,) l< ; II y, — y, ll. (3.7.14) 


4 ye B(y0,7) 时 ， 有 
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llb(y)— yo IS OC) -Ey +I b(y,)— yo ll 
< n Iy = yo Il +I LE Co Yo) F(x, yo) I 
<T. 
可 见 ,@(y)e B(y,,7) kb: B(y,,7) 一 B(y0,7) 是 压缩 映射 且 
@(y)e B(y,,z),Vye B(y0,7). 
A B(yo, T) 是 Banach 空间 E, 中 的 闭 集 ， 从 而 本 身 也 是 完备 的 距离 空间 所以， 
由 压缩 映射 原理 (定理 1.1.19) 知 : 存在 唯一 的 ye B(y, Tr) 使 得 中 (y) =y. 因为 
Q 的 值 域 含 在 开 球 BOD ZP, AM ye B(y0,7). 这 就 证 明了 : 对 每 个 固定 
XE B(x0,r)， 有 且 仅 有 一 个 ye B(y0,7) E Oy) = y B F(x, y)=0. ië 
f(x) = y， 则 得 到 唯一 的 一 个 算 子 f: Br) > By D 满足 要 求 @). 又 因为 
DP(y0) = y: AM ya = f(x). 可 见 ,( 让 也 满足 .下 证 连续. i 
XX € BHT),Y, = fœ) =1,2), 
h(x, y) = y—[F/(x, Yo) F (x, y), 
则 由 f KEXA: h(x,,y,)= y,,h(x,,y,) = y, BH#G.7.14)zK1 


II Ih(x,,y,) — h(x,, y,) IIS n lÍ y, — y, ll. 
因此 i 
IIf (x,)— f (x, ) ll 
=l y, -y ll 
SI h(x,,y,) —h(x,, yi) l 
<llh(x,,y,) —h(x,,y,) lÍ + ll h(x,,y,) — h(x,, y, N 


< 了 1 Ya = y, ILE C Yo) [F 3) - FGa, yl 


< 了 1 fx) = fGa) MEM 1 F(x,,y)— Fa, y) l. 
从 而 
fx) = FO NE 2M NF GG) -Fon y) ll. 
根据 算 子 FF 在 (x,y) 处 的 连续 性 可 知 : Ve > 0,37 > 0, ll x, — x, 发 7 RB 
x, x, € B(xo, r) 时 ,有 
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ll f(x,)— f(x.) l< E. 

故 j 了 在 为 处 连续 , 由 Xe Bar) EREA S EBr) 内 每 一 点 连续 , 证 毕 . 

我 们 称 定理 3.7.3 结论 中 唯一 的 算 子 f : B(x,,r) — B(y,, T) E y PE(3.7.8)#E 
(Xo, yo) 处 所 确定 的 隐 算 子 . 因而 ,这 个 定理 被 称 为 隐 算 子 存在 定理 . 

定理 3.7.4 在 定理 3.7.3 HREF, B F, F E Oo y.) 的 某 邻 域 中 存在 且 
连续 ， 则 可 取 定 理 3.7.3 中 的 + > 0,7 > 0 使 得 结论 中 的 隐 算 子 

f: B(x,,r) — B(yo,7) 
在 B(x0,r) 内 每 一 点 下 -可 微 , 有 连续 的 已 - 导 算 子 f” H 
Fœ =F; (x, FOT E, fœ), xE Br) 
成 立 . 
证 明 设 G(z y) = [Fo YT F(x,y) WE O, Yo) 的 某 邻 域 中 ， 
G’ (x, y) =[F (%0 Y) F(x, y) 
存在 且 连 续 . 由 于 G (xm, 为) = 7 〈 恒 等 算 子 ) 在 B(E,) 中 有 有 界 逆 算 子 ， 且 G 
TE (xo, y.) 处 连续 ， 从 而 根据 定理 2.5.3 知 : KE Co Yo) 的 某 邻 域 中 的 一 切 (x, y), 
ETOO, y) 也 有 有 界 逆 算 子 ， 从 而 F’, y) = P(X, yo)G'(x,y) 也 有 有 界 逆 
ATH 
[F(x, YT =[G, (x, YLE, o Yo)”. 
由 习题 2.5.6 知 : 映射 了 > TTE. RAR (x, y) F(x, y) TE (x, Yo) 的 某 
邻 域内 连续 ， 所 以 复合 映射 (2 y) > [F7(x, yN E (x, yo) 的 某 邻 域内 连续 ， 从 
而 有 界 (因为 连续 性 之 局 部 有 界 性 ), 因此 ， 当 定理 3.7.3 的 证 明 中 所 选取 的 r>0 
与 7 >0 充 分 地 小 且 xe BAr) yE B(yo,7) 时 ， 
IIF7(x,y) NE M ,II[F7(x,y)] I M , (3.7.15) 
其 中 Mi 为 常数 ， 且 F¿ FLECA", 
(x,y) > FEY (x, y) > F(x, y),(x, y) t> [F7(x,y)] 

都 在 B(x,,r)x BC yo T) 上 连续 . 

ix. E Bwr), y, = f (x,)G =1,2), MH (3.7.15) RA 

lI f(x,)— fx) HE C y)] E, y,)(x; —x) lI 

MLE RIOT ll: l| FH, yy — y,) + F'(x,, y,)(x, —x) l 
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< My lF Oa, yi)(x; — x) + F(X, y)(y, — y) l. 
由 定理 22.5 知 : 存在 ye E Iy =g 
lI E O yi )(x, — x) + F7(x,, YN, — y) ll 
=y (F(x y,)(x, =x) + F; yO — y). 
$ 
g@(t) =w(F(x, +t(x, —x,), y, +y —y))), Ost, 
则 当 0<t<1 时 ,有 
O) = yF (x +I(x, — x), y, + 1(y, — y,)) aa) 
+ Fí(x, +1(x, — x), y, HEO — yi))(y, — y). 
由 中 值 定理 知 : Z£#EO<80<11@0)— (0 = (0). 因为 
| F(x,y) = F(x, y,) = 0, 
从 而 V(O) =@() =0. $ 
f Xa = x + Ü(x, =), Yo = y, tOO — y.) ° 
则 
VF’ (xç, yəa)(x, — x) + F; (Xo YAV- = 0. 
从 而 
iE O y) —x,) + FA, y,)(y, — y) ll 
=y (LF y1) — F(xo, y0)](%, — x.) 
+y (LF (x, y) — F; (xe, ya)](y; — y,)) 
<l Fx, y,) — F” (xo, ya) l|: lÍ x, — x ll 
十 由 F(xn,y)— F; (xo, Yo) I-I y, — y ll. 
另 一 方面 ， 由 定理 3.7.3 的 证 明知 : 
ll y, — y, ll f (x,) — f x, ) l! 
<2M li F(x,,y,) — F(x,, y,) ll 
<2M Il F(x% + 0 (x, — x), y,) ` (x, — x.) ll 
<2M : M,:ll x, — x, ll. 
所 以 
H F(X, y) —x)+ F(X, y1)(y, — y.) ll 
<|F/Gx,, ya) -E y|: |x — xl 
+ 2MM |F, 0, Yo) — Fr, y|- z =x 
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再 由 下 ,FF 的 连续 性 及 的 连续 性 知 
aa K-S HE E yU Era, -| 1 
lx, —x,|l—0 | X, — x, | ` 
故 了 在 x 处 -可 微 且 
F 0) = AE yI E, y) = F(x, fT Fx, f x.) . 
Hi x, € 有 (zxo, 站 任意 性 可 知 了 在 如 (xzo,r) 内 每 一 点 五 -可 微 且 所 述 公 式 成 立 . 再 
H[F7G F), FE f KERER f”: BOr) — B(y,, T) 连续， 证 毕 . 


3.7.3 反 算 子 存在 定理 

设 DD 为 El 中 的 开 集 ，A:D 一 EE, 为 算 子 ,如果 e D, y,= hn, 则 讨论 
J š fE fE x, 5 yo HBR U (x) 与 V(y0) 使 得 4:U(%) >V O) 存在 逆 映 射 
AT , 即 对 每 个 ye V(y,) 存 在 唯一 的 xe U (x) 使 的 Ax=y. . 


为 此 ,考察 算 子 方程 
F(x,y)= Ax—y=0. 


显然 ， 当 A(x) 在 加 的 某 邻 域内 存在 且 有 有 界 逆 算 子 时 ， 算 子 
F(x,y) = A(x) 

E (xo, y) 的 某 个 邻 域 内 存在 且 FE On y= A(x6) 有 有 界 逆 算 子 . 显然 

F (xo, Yo) = Ax, — Yo =0, 
HER F 还 在 (x, y) 的 某 邻 域 连续 . 这 样 ， 由 隐 算 子 存在 定理 知 :存在 
7 > 0,r > 0, 及 唯一 的 连续 算 子 

f : B(y,,r) — B(x,,tz) 

使 得 F(f(y),y)=0 即 

y= Af(y),Vye Blyo,7). 
记 U(%)= 了 (B(yo,7))， 则 

U (%9) = A” V ODN BT), 
其 中 V(y6)= B(y0,r)， 从 而 U(xo) 是 含 为 的 一 个 开 和 集 ( 因 A 连续 )， 且 
A(U(x)) =V o): 


因此 
f ° A=I, :U(xu)—V(y,)——U(x) 
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Ao f =L, :V(y)——U(x)——V(y.). 

可 见 , AFA: U) 一 V(yo) 有 了 唯一 的 连续 逆 算 子 f :V(y,) >U). 

总 结 上 述 讨论 ， 得 到 

定理 3.7.5 RATA: D 一 EE, 在 的 某 邻 域内 存在 FF - 导 算 子 A《(x) 且 A 
在 % 处 连续 ， 如 果 和 (加 ) 有 有 界 逆 算 子 ， 则 存在 含 入 与 y= Ax KIFE U (x) 
BV ERATA: U) 一 V(y0) 为 一 一 对 应 且 A Stim r 

A` :V(y0) > U(x,) 

都 连续 . 

由 定理 3.7.4 及 以 上 定理 知 : 当 人 4 在 刀 内 有 连续 的 歹 - 导 算 子 4 HAE 
EMMAT, FERFE U (x) V (Y) WE X E U (X), Yo EV(y0) 且 使 得 

ü) A:U(x,) 一 Y(m) 为 连续 的 一 一 对 应 ; 

Gi) AU) S E FERK F -9A F, 

Gü) AT: Vy) > BE 有 连续 的 下 - 导 算 子 . 


习题 3.7 
1. EE =R",E,=R”,E, =R”, H 
F, :R” xR” > RG =12,::-,m) 
是 黄 个 m+n 元 函数 ， 定 义 :R"xR” 一 R” 如 下 : 
F(x, y) = (Fx, y), Px, y) F, Quy), 
其 中 x= (%23) E R”, y = (Yi Yast Ya) E R”. ig 
Xo = (AOA y O D, Yo SOID Ya > 

用 隐 算 子 定理 证 明 : 如果 五 (<i< mE, Yy) 的 某 邻 域内 有 连续 的 偏 导数 


OF <i<n,1< j Sm 


HE (xo, Yo) 处 ,有 
FG... O, y ... yO) = 0(i =1,2,…,m) 
及 f 
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FR F _ 9F 

dy, Oy, Ym 

9F, oF , 9P, 
J= Oy, 9y, OY m +0, 

dF, F, ƏF, 

Oy, Oy, DY m 


则 存在 % 36 ER U (x,) 内 定义 的 m 个 连续 可 微 ( 即 偏 导数 连续 ) 的 元 函数 
y, = fx Xs XL Si<m), 
使 得 yo = FOX ZO ... xN =12,...,m) B. 
F(x, fi (Xx), f(x)) =0, Vx= (x, NX, Ay) E U). 
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附 录 


I. 半 序 集 与 Zorn 引 理 


顺序 是 数学 中 常用 的 概念 与 方法 之 一 ， 以 下 介绍 半 序 集 的 有 关 知 识 与 反映 
半 序 集中 极 大 元 存在 性 的 Zorn 引 理 . 最 后 , 应 用 Zom 引 理 给 出 泛 函 延 拓 定 理 ( 定 
H 2.2.1) 的 严格 证 明 . 


1.1 概念 与 例子 
定义 1 É S 是 一 非 空 集 ， 如 果 在 5S 中 规定 了 某 些 元 素 之 间 的 关系 “<”， 满 

1. 反 身 性 : Vae Saxa; 

2， 反 对称 性 : Va,be S,a<bHb<a 二 a=b; 

3. 传递 性 : Va,b,ce S,a<bHb<c 志 a<c， 
则 称 关 系 “<<” 是 5 中 的 一 个 顺序 ， 此 时 , 称 ($,<) 为 一 个 半 序 集 ， 简 称 5 为 半 序 
集 . 

例 1 W $ c Rd3E%, # S 中 规定 : 
x<y<@ x—y20. 

显然 $ 成 为 一 个 半 序 集 ， 称 这 种 顺序 为 实数 之 间 的 自然 顺序 . 

例 2 设 A 是 非 空 集 , S =ÍE| E c A}( 即 A 是 一 切 子 集 之 集 . ZE S 中 规定 ， 

E<F&EcF 

易 见 这 是 5 中 的 一 个 顺序 ， 从 而 S 成 为 一 个 半 序 集 , 这 种 顺序 称 为 集合 之 间 的 自 
然 顺 序 . . 

例 3 设 4 是 全 体 实数 列 之 集 ， 在 4 中 规定 : 

{x,}<{y,} > Vne N, xX, S Ypo 

则 它 定义 了 4 中 的 一 个 顺序 ， 称 之 为 实数 列 之 间 的 自然 顺序 . 

例 4 设 X 是 非 空 集 ，$ 是 一 切实 值 函数 太 :X 一 及 之 集 ， 在 $ 中 规定 : 

f <g @ Vxe X, f @) < g(x) 

则 它 是 $ 中 的 一 个 顺序 ， 称 为 函数 间 的 自然 顺序 . 

例 $ 在 复数 域 C 中 规定 : 

a+bi<c+di=@ a<cuka=cfBHb <d, 

MUJ C 成 为 一 个 半 序 集 , 称 这 种 顺序 为 字典 顺序 ( 因 它 与 汉语 字典 的 拼 间 排列 法 类 
似 ). 例如 2+3 与 3 十 21 有 关系 ， 2+31 <3+2i, 又 如 2+3i<2+5i. 

在 一 个 半 序 集 4 中 ,如 果 元 素 a 与 bp 满足 a <b 或 b<a 之 一 , 则 称 a 与 b 是 
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可 以 比较 的 ， 当 a <5b 时 ， 称 a 先 于 b 或 称 a 在 b 前 ，b 在 a 后 . 例如 ， 例 1 5 
例 5 的 半 序 集中 任意 两 个 元 素 都 可 以 比较 ， 但 例 2、 例 3、 例 4 则 不 然 ， 除非 例 
2 中 的 A 与 例 4 中 的 四 是 单 点 集 ， 由 此 引入 以 下 定义 . 

定义 2 若 半 序 集 $ 中 的 任意 两 个 元 素 都 可 以 比较 , 则 称 S 是 一 个 全 序 集 . 如 
RB EFFES 的 非 空子 集 且 以 $ 中 的 顺序 ，B 成 为 一 个 全 序 集 ， 则 称 是 全 
ETE. 

例如 ， 例 1 与 例 5 中 的 半 序 集 为 全 序 集 ， 例 3 的 4 不 是 全 序 集 ， 但 它 有 全 
FTR: 

了 B={alla =(i,i+1,i +2, -Xie NJ, 

# B th G, < G, A 

定理 3 设 5 为 一 半 序 集 ，B 为 $ 的 一 个 子 集 , 如 果 存 在 ae S 使 的 Vbe B 
都 有 b<a， 则 称 B 是 有 上 界 的 且 称 a 为 B 在 $S 中 的 一 个 上 界 . 如 果 存 在 be B 
使 得 : 

vxe B,b<xx>x=b, 

mb Æ B 的 一 个 极 大 元 ， 类 似 定义 下 界 与 极 小 元 ， 

显然 , 若 a 是 BB 在 S 中 的 一 个 上 界 且 ae B, 则 a E: B 的 极 大 元 ; 2 B F: S 
的 一 个 全 序 子 集 ， 且 b 是 B 的 极 大 元 ， 则 5 也 是 B 的 一 个 上 界 ， 

例如 ， 例 2 中 的 A 既 是 $ 的 上 界 又 是 S 的 极 大 元 ， 又 如 在 

S={xl0<x<1Hxe R} 


B= 二 
7 十 1 n+] 


则 依 实 数 间 的 自然 顺序 ，B 在 S$ 中 既 无 上 界 又 无 下 界 ， 因 而 BB 没 有 极 大 元 与 极 
小 元 . 


中 定义 


1.2 Zorn 引 理 

一 个 半 序 集 何 时 必 有 极 大 元 昵 ? 显然 , 如 果 半 序 集 $ 有 极 大 元 a, 则 a 是 S 
的 任 一 含有 a 的 全 序 子 集 B 的 上 界 . 反之 ,如 果 半 序 集 $ 的 任 一 全 序 集 都 有 上 界 ， 
那么 8 是 否 必 有 极 大 元 昵 ? 

如 果 以 问题 回答 是 否定 的 ， 则 对 任 一 a e 5S, 由 于 a 不 是 5 的 极 大 元 ， 从 而 
FE a, € 5S,a, 冯 a 使 a1 <a,,X a, R S 的 极 大 元 ， 则 存在 a;e SS， 使 
a, *a,, Ba,<a,. 如 此 汤 续 , 可 得 5 的 一 个 全 序 子 集 

Bo =la,a,, a, 1 
满足 : 


a, <a, <a, <ta, Zn. (1) 
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依 假设 ， 它 有 上 界 a, Ee S， 但 a 也 不 是 5 的 极 大 元 ， 于 是 存在 aeS 使 


Ao +a, Ha, < an+: 
类 似 于 上 边 的 推导 ， 可 得 5 的 一 个 全 序 子 集 : 
B, = fapa gnaga > Amn 
满足 : 
a, <a, Saz < <a, < (2) 


它 双 有 上 界 4,, ES. 类 似 地 可 得 S 的 全 序 子 集 


B, = {alzo lra > aon] 
满足 : 


azo S G, < ps < < dp < (3) 
如 此 继续 ， 可 得 到 5 的 “没完 没 了 ”的 无 穷 全 序 子 集 B = | JB, 其 元 素 满足 : 
k=0 


q <a, < <a, <a, < < ` 
< lamn <: < dap < G, < 
这 个 全 序 子 集 必 无 上 界 ， 这 与 假设 是 不 相 容 的 ， 由 此 可 见 ， 此 时 5 必 有 极 大 元 . 
于 是 ,我 们 得 到 以 下 结果 . 
定理 1(Zom 引 理 ) 设 半 序 集 5 的 任 一 全 序 子 集 都 有 上 界 , 则 $ 必 有 极 大 元 ， 
Zom 引 理 肯 定 了 极 大 元 的 存在 性 , 是 研究 “无 限 过 程 ”的 一 个 重要 工具 , 在 泛 
函 分 析 、 抽 和 象 代数 与 半 序 集 理论 中 常常 用 到 , 但 上 面 的 分 析 只 能 帮助 读者 对 这 一 
引 理 的 认识 与 理解 ， 决 非 逻辑 上 严格 论证 . 由 于 它 反 映 的 事实 如 此 简单 直观 ， 因 
而 在 数学 上 将 它 作为 一 个 公理 来 接受 . 
Zom 引 理 有 许多 等 价 形式 . 例如 ， 它 等 价 于 以 下 的 选择 公理 ， 
选择 公理 设 $ 是 一 族 两 两 互 不 相交 的 非 空 集 ， 那 么 存在 一 个 集 4 满足 : 
1.4CC YM ; 


2.VM € S,ANM 是 单 点 集 . , 

选择 公理 保证 了 我 们 可 在 S 中 的 每 个 集 M 中 任意 选取 一 个 元 素 ， 构 成 一 个 
新 的 集合 4 . 

应 用 Zor 引 理 ， 可 以 给 出 泛 函 延 拓 定理 (定理 2.2.1) 的 严格 证 明 . 


H. 泛 函 延 拓 定理 的 证 明 
FRERE 设 X 是 实 的 线性 空间 ，_ 是 定义 在 X 的 子 空间 Z 上 的 实 线 
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性 泛 函 ， 如 果 存在 卫 上 的 次 线性 泛 函 p 使 得 p(x) > f(x)XVxe Z). MFE X 
上 的 实 线性 泛 函 了 满足 : 
Gü) 当 xe Z 时 ,了 (x) = 了 (x), 即 了 是 了 的 延 拓 ; 
GD `4xe X FJ, f(x) < p(x) BI f 153 p 控制 . 
证 明 i S 是 所 有 满足 以 下 条 件 下 的 实 线性 泛 函 下 : D(F) 一 R 之 集 : 
Vxe D(F), F(x) < p(x) HNxe Z, F(x) = f(x). 
WEZER, Fes, 定义 
F, < F, © D(F,) c D(F,). 
HTfeS, Am S=@ 易 见 , 依 以 上 面 顺序 构成 为 一 个 半 序 集 . 
设 B 是 5 的 任 一 全 序 子 集 ， 定 义 
D(g)= U D(F). 
Vxe D(g), ye D(g),2 xe D(F) ye D(F,) CHH FF, € B). HT B E 
全 序 的 ， 从 而 
D(F,) c D(F,) 5 D(F,) > D(E,) 
之 一 成 立 , 8 D(F,) c D(F,) , FÆx, ye D(F,) , HF D(F,) Æ X 的 子 空间 ， 
K, Væ, bpe RA 
ax + Bye D(F,) c D(g). 
故 D(g) 是 X 的 子 空间 ，Vxe Dlg), EX 
g(x)= F(x, xe DEF). 
由 于 B 是 全 序 的 ， 从 而 当 xe DRAJAD), # 
D(F) > D(F) R D(F) c DF,), 
H .FE,(xz) = F(x). TI g(x) 由 x 唯一 确定 , 这 说 明 以 上 对 g& 的 定义 又 是 合理 的 . 
于 是 ,得 到 泛 函 g : D(g) 一 及 . 易 见 ,ge S 且 VF e B# F < g, Am B # L f⁄. 
由 Zom EEAS 必 有 极 大 元 M . # D(M)= X , MER x e X VD(M). 由 
定理 2.2.1 之 证 的 前 半 部 分 知 : 存在 实 线性 空间 
V =span({x0}U D(M)) 
上 的 实 线性 泛 函 已 使 得 
Vxe D(M),F(x) = M (xa);Vxe V, F(x) < p(x). 
JW 24 xe Z, FG@)= f@);: 234xe V FF, F(x)< p(x), nM. F e S .但 
Fz2M BM<F, 这 与 M 是 8 的 极 大 元 矛盾 . 因此 , 必 有 D(M)= X. Ww 
f=M, MJ f EXEX 上 且 是 实 线性 泛 函 ， 满 足 (与 i. 证 毕 ， 
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HL 算 子 谱 论 简 介 
在 数学 物理 、 微 分 方程 与 积分 方程 等 问题 的 研究 中 ， 常 常用 到 形 如 
(AI -T)x=0 
的 齐 次 方程 与 形 如 
(AI—T)x=y 

的 非 次 方程 ， 其 中 了 为 某 个 空间 上 的 算 子 ，y 是 已 知 向 量 ，x 是 未 知 向 量 ，4 是 
实数 或 复数 ，7 是 相应 空间 上 的 恒 等 算 子 . 

为 了 研究 这 种 方程 解 的 存在 性 、 唯 一 性 与 稳定 性 ,自然 引入 算 子 了 的 正则 点 
与 谱 点 . 关于 这 方面 的 研究 ， 形 成 了 泛 函 分 析 的 一 个 重要 分 支 一 算 子 谱 理 论 . 由 
于 篇 幅 所 限 , 以 下 仅 介绍 一 些 基 本 概念 与 主要 结论 , 有 关 定 理 的 证 明 也 只 好 了 略 去 . 


3.1 正则 点 与 谱 点 
W X 是 一 复 的 赋 范 空间 ,，B(X ) 是 关上 全 体 有 界线 性 算 子 构成 的 赋 范 代数 . 


定义 1 设 Te BX) Ace CHRM -TEHARREAT, 则 称 复数 多 是 算 
子 了 的 正则 点 ; 否则 (BH AI -了 无 有 界 道 算 子 ), WAAT RHA. 记 p(T) 是 T 
的 全 体 正则 点 之 集 ，o(T) 是 了 的 谱 ， 当 4e p(T) 时 ， 称 算 子 

R,(T)=(AI—-T)'' 
AT WWW Y kR EN). 

显然 o(T) =C- p(T)， 由 定理 3.3.6 4:4 X ZEAR EWE pT) 恒 为 开 
集 ， 而 谱 o(T) C 的 紧 子 集 H% XFN, c(T)=@. 

定义 2 设 Te B(X), Aec o(T). 

O 如 果林 一 TT 不 是 单 射 ( 即 ( 和 一 T)x =0 有 非 零 解 )， 则 称 44 是 T 的 特征 值 
RRA AT 的 点 谱 ), 此 时 称 ( 条 一 T)x = 0 的 非 零 解 x 为 T 相 应 于 特征 值 儿 的 


特征 向 量 ; 
Gü WRA -TRAH AM -T =0 REFA, WEA AT ERY. 


算 子 的 所 有 特征 值 之 集 记 为 C。(7) ， 所 有 连续 谱 之 集 记 为 a.(7) ， 于 是 
o(T)=o,(T)Uo,.(T). 
显然 4 是 了 的 连续 谱 ， 又 可 分 两 种 情况 ; 
(a) 41-7 是 单 射 但 不 是 满 射 , 即 ( 人 -7)x=0 只 有 零 解 ,但 对 某 些 
ye X,(AI —T)x = y E. 
b) 4[—-T BES B98(Bl2—— HN), dB(ATI-T) 无 界 . 这 时 ， 对 每 个 
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ye X, JE (AI —T)x = y 都 有 唯一 解 ， 但 解 不 稳定 ， 即 当 y 变化 很 小 不 能 保 
证 解 x 也 变化 很 小 . 

由 Banach XE TEATA, 4 X 完备 时 ， 情 况 (b) 不 会 出 现 . 

例 1 设 Te B(C”), 则 o(T)=0o,(7). 

由 于 C” 是 有 限 维 的 ， 从 而 宁 一 了 的 单 射 o 它 是 满 射 ， 于 是 定义 2 PHG) 
不 会 出 现 ， 从 而 了 只 有 点 谱 ， 无 连续 谱 ， 

例 2 设 和 = 三 (C), 定 义 : T:X XWF: 

T( 人 (0 

显然 Te B(X) HIT i=l, RT ALO 上 的 单 侧 移 位 算 子 . 

当 4=0(4-7T)x=-Tx=0 人 xx=0, 因 而 0 不 是 了 的 点 谱 ( 即 特征 值 ). 

当 4 关 0 时 ，(41 -7)(G, 和 上 和,，) 当 且 仅 当 

AŠ, = As, _ = AŠ; _- 一 = AÉ m 一 此 0 =…=0 
BD Z =0(n=1,2,-), 因而 4e o. (T), #ko,(T)=@, 即 了 无 特征 值 ， 因 此 
oOT)=a(T). 由 于 当 4=0 时 ， 
(AI —T)X z X, 

从 而 0e c (T). 

例 3 II (C) ET'(C) 中 只 有 有 限 个 坐标 不 为 0 的 数列 全 体 之 集 ， 定 义 : 
T: (C) >l (C) 如 下 


Teinin (5,8%, n, 


WAFL (C) 中 的 范 数 ，T 是 有 界线 性 算 子 且 范 数 17 改 1， 显 然 了 一 存在 且 ， 
Tx= (各 ,2 所 ED P Vx = ($2 Sart) E P(O) 


一 和 一 
取 e ={0,0,…,0,1,0,…}， 则 e, € l (C), e, l=1 且 
IIT e, IHI (0,0,---,0,7,0, +) l= n(n =12,::) 
可 见 ，T 无界， 因此 0e ó (T). 


3.2 谱 半径 
设 Te B(X)， 称 
r(T)= sup{ 41: Ae c(T)] 
为 了 的 谱 半 径 . 由 定理 2.5.3 的 推论 2 知 : r(T)ITII. 
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例如 r(O) =0,r(7)=1. 
定理 1 设 久 为 复 的 Banach 空间 ， 则 
© VTe B(X),r(T) =limš/llT” | =inf 4/1 T” I1; 


Gi) VA,Be B(X) EAB = BA 有 
r(AB) < r(A)-r(B),r(A+ B) < r(A)+r(B). 


3.3 紧 算 子 的 谱 理论 

关于 紧 算 子 的 谱 理论 有 比较 深刻 的 结果 ， 这 就 是 所 谓 Riesz—shauder 理论 ， 
其 主要 结果 如 下 . 

定理 2 RT AË Banach FA X 上 的 有 界线 性 算 子 ， 如 果 T 是 紧 算 子 ， 则 

G) dim X ==əo J, 0 ÆT 的 谱 点 ; 

Gü 了 的 非 零 谱 点 必 是 特征 值 ; 

Gü) 当 4 关 0 是 了 的 特征 值 时 ， 人 的 相应 于 4 的 全 体 特 征 向 量 与 零 向 量 生 
成 一 个 有 限 维 线性 空间 (是 X 的 子 空间 ). 

Gv) 相应 于 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 线性 无 关 ; 

v) O(T) 要么 是 有 限 集 ， 要 么 以 0 为 聚 点 的 可 数 集 ; 

(vi) o(T)= o(T`); 

(vü) A+ uit, 人 相应 于 特征 值 4 的 特 征 向 量 x 55 T 相应 于 特征 值 w 的 
特征 向 量 f e X EX, 即 f(x) = 0; 

(vü 当 人 为 工 的 非 零 特征 值 时 ， 方 程 

(AI —T)x= y 

有 解 > y 15 T 的 相应 于 4 的 特征 向 量 广 正 交 即 f(y) = 0. 
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